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1. Bevezetés

1.1. A vizsgalt adattarhaz rendszer

Az Adattarhaz egy adatosszesité informatikai rendszer. Egy véllalatnak sok-sok kiilonbo6zs 1T
rendszere van az iizleti folyamatai mentén, és ezek mindegyike naponta atadja az adatait az
Adattarhéz szamara. Az Adattarhézba érkezett adatokat kis programok, a job-ok dolgozzak
fel. A job N™ — N alaku, vagyis minden job-ban van n darab bemeneti adat és egy kimeneti
adat. A job-on beliil az n darab bemend halmazt kotiink 6ssze tetszéleges logika mentén, majd
ezeken tetsz6leges miiveleteket hajtunk végre, a job végén pedig az eredmény adatokat egy cél-
halmazba tessziik. Ezek a job-ok egy faba vannak szervezve. Egy job kimend adata egy masik
job bemend adata lehet.

Az n. job, azaz feladat, vagy igény jelolése: J,

A J, mely masik job-oktol figg: J, = J(Jo—p,Jn—esn),..), k = 1,2,..,1 = 1,2,...) vagy
Jp=J( i), k=1,2,....,N

Az Adattarhaz informatikai rendszernek fizikai korlatai vannak. Ilyenek a CPU, a memoéria, a
disk elérés. Igy minden futaskor egy-egy job mas és mas lefutasi idét produkal, illetve az adott
job-t0l fliged tovabbi job-ok mas és mas ideig varakoznak a kiszolgalasaikra. A job-ok lefutési
idejei ezért valoszintiségi valtozok. Az n. job, azaz feladat lefutési ideje:E,, = (€ny, €nys vy €n,,)
Egy masik fizikai korlat, hogy az Adattarhaz rendszer egyszerre csak n < N darab feladatot
képes egyidejiileg végrehajtani. Az N érték egy fels6 korlat, az n értékét befolyésolja az éppen
elérheté CPU, memoria és disk kapacités, azaz a rendszer fizikai korlatai. Igy ha t,, idépillanat-
ban k < n darab feladat végrehajtasa folyik, de ezek a feladatok elviszik a fizikai er&forrésokat,
akkor nem lehetséges egy 1j feladat végrehajtasa mindaddig, amig nincs elegendd rendelkezésre
allo erdforras. Vagyis a valoszintiségi valtozoval jellemzett job lefutasi idék miatt az igénybe
vett, illetve az igénybe vehet§ kiszolgalasi egységek szama is véletlen folyamattal irhato le.

A feladatok alkotta titemezett halozat lefutasat bemutaté modellt a kdvetkezs példan keresztiil

magyarazom:
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Ahol
e a ty a rendszer induldsanak pillanata, a to7 (¢,) a rendszer futasanak befejezs pillanata.
e a J; feladat (job): 2?151 lefutéasi idejét jelentd valoszintségi valtozo: Ey (J,, E,)

e t; pillanatban keriilt végrehajtasra a J; feladat, X; valoszintségi valtozo id6 alatt. (Ha-
sonldan, a J, feladat végrehajtasi ideje az X,, vv., a feladat befejez§ pillanata pedig a ¢,
pillanat)

1.2. A vizsgalt modell

A rendszer vizsgalat sorédn a rendelkezésemre allt az Adattarhéz job-jainak lefutési adatai:
e job indulasanak ideje,
e job befejezési ideje
e és hogy az adott J; job melyik (J;, j < ©) job-ok lefutésa utan indulhat.
Az Adattarhaz I'T rendszerben olyan kérdéseket kell tudnom megmagyarazni, hogy
e mennyi id§ alatt fut le a rendszer,

e hogy néz ki a feldolgozoegységek allapota, esetleg ha tobb vagy kevesebb processzort
tesziink a rendszerben, az milyen valtozasokat hoz?

e ha valtoztatok az titemezési halozaton (felveszek 1j job-ot, vagy torlok egy masikat), az

hogyan valtoztathajta meg a rendszer lefutasat?
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Ezen kérdések megvalaszoldsahoz arra van sziikségem, hogy a rendszer sztochasztikus mingségi
jellemzéivel tisztaban legyek. Ha ezeket ismerem, akkor van lehetdség arra, hogy a rendszeren
barmilyen optimalizalast végezzek.

A dolgozat része egy esettanulmany, ahol szimulacioval ellenérzom a feltételezett modell (PH/PH/N
és MAP /PH/N) helyességét: hogy ezekkel a modellekkel valaszt tudok adni a fent feltett kér-
désekre.

A beérkezd igények kiszolgalasi idejei valdszintiségi valtozok, és az igények varakoznak a ki-
szolgalasukra, a rendszerben pedig véges szamu kiszolgalasi egység talalhato, ezért az a fel-
tételezésem, hogy Adattarhazat sorbanallasi rendszerrel tudom modellezni. A kiszolgalasi- és
varakozasi id6ket megvizsgalva azt tételezem fel, hogy olyan sorbanallasi rendszerrel tudom
jellemezni az Adattarhazat, amely fazis tipusi érkezési és kiszolgalasi folyamatokkal rendelke-
zik. A dolgozatomban ezért a PH/PH/N és a MAP/PH/N modelleken keresztiil vizsgalom a
rendszert. A mérhets varakozasi- és kiszolgélasi idék eloszlasfiiggvényeit vizalisan abrazoltam,
és megvizsgaltam az autokorreldcio fiiggvényét:

Sample Autocorrelation Function
T T

Sample Autocor

1. abra. Erkezési folyamat autokorrelacio fiiggvénye

Arra a kovetkeztetésre jutottam, hogy emlékezés nélkiili eloszlast kovet az idGsorom. Ezért
intuitivan kozelitettem, sorra

e cxponencialis,
e gamma,
e valamint fazis tipusi eloszlasokkal.

Ezek eredményei:
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Rendszer beérkezési folyamat ECDF
T T

ECDF

expmd

gammma| |
|

-200 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800

2. abra. Kendall A paraméter CDF, és kozelitései

, valamint PH eloszlassal tortént kozelitése

Erkezési sor és PH tipusu kozelitése
T T =

1T — T

x10*

3. abra. Kendall A paraméter CDF. és kozelitése (PH)

. Az érkezési sor kozelitéséhez hasonld a kiszolgélasi sor, amelyet szintén fazis tipusu elosz-

lassal tudtam a legpontosabban kozeliteni.
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2. Val6szintiségszamitasi alapok

2.1. Emlékezés nélkiili eloszlasok

A vizsgélt informatikai rendszerben a beérkezs igények kozotti id6kozok, és a kiszolgalasi idsk
az exponencialis eloszldsokbol szarmaztathato eloszlasokkal kozelithetSk. Az emlékezés nélkiili
eloszlasok alapdefinicioi a [3, ¢2.8]-nak megfelelGen szerepelnek:

Exponencialis eloszlas Az X valoszintiségi valtozo exponencialis eloszlasi, ha ststirésfiige-

vénye:
z) =X, x>0, 1
f(x)
a kumulativ eloszlasfiiggvénye:
Flx)=1—e >0, (2)
a varhato értéke: )
BIX] =5, )
és a momentumjai:
a o n!
BIX" = . (4)

Ha z-et egy nagyon kis h-val megnoveljiik, akkor annak valészintisége, hogy x nagyobb lesz,

mint h:

P(x > h) =e M. (5)
Legyen t = (t’+h), és akkor annak valdszintisége, hogy ¢ nagyobb, mint t'+Ah:
P(t > (t' + h)) = e AEHR), (6)

Tegyiik fel, hogy t'> t és akkor irjuk fel a kévetkezs feltételes valoszintiséget:

/
o=t +h)

P(t>t/+h|t>t/):W:€_)\h. (7)

A P(t >t + h|t>t) valoszinliség megegyezik a P(t > h) valoszintiséggel, vagyis

Pt>t +h|t>t)=P{t>h)=e™ (8)

és ezért azt mondjuk, hogy az exponencialis eloszlas az emlékezés nélkiili eloszlés.
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Vizsgaljuk meg az F'(x) kumulativ eloszlasfiiggvényt:

Flx)=Pt<z)=1—e
L [(—)\x)o N (=A\x)t  (=Ax)? L ]

ol TR

B (=Az)t  (=Ax)?
_1_{1+ TR TR (9)
B (=Az)?  (=)x)3
= \r — [ 51 + 3l + ...
= Az +o(h),
ahol (A (—ha)?
—A\x -\
o(h) = 5 + a0 +..., (10)
és (h)
.0
T O -
Felhasznéltuk, hogy
oz (az)*
e -y Lot (12)
k>0

2.2. Valo6szintiségszamitasi alaptevések

;;;;;;

is egyarant exponenciélis eloszlast kovetnek. A beérkezési folyamatban az igények beérkezési

%, a kiszolgalasi id6k atlaga pedig % Vegyiink egy kis h értéket, és

vizsgaljuk meg az esetet, hogy két igény beérkezése kozti id6koz kevesebb, mint A, illetve hogy

idejeinek atlaga legyen

az igények kiszolgalési ideje szintén kisebb, mint A.

Jelolje A azt az eseményt, hogy a beérkezések kozotti id6koz t4 < h valamint jelolje D azt az
eseményt, hogy az igény tp < h idén beliil tavozik is a rendszerbdl (kiszolgalasra keriilt).

Az ﬂgﬂ alapjan annak valdszintisége, hogy két igény a h-n beliil érkezik meg, illetve, hogy h idén
beliil keriil kiszolgalasra[3, ¢2.10]:

P(ta < h) = M + o(h)

(13)
P(tp < h) = ph + o(h).
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Akkor

P(A) = A+ o(h)
P(D) = ph + o(h)
P(AUD) = (1 —Mh—o(h))(1 = ph — o(h)) (14)
=1—ph —Xh+o(h)
P(n x (AU /N D)) = o(h).

2.2.1. Differenciaegyenletek

Legyen n a kiszolgéloegységek szama. A kiévetkezd pontokban egy tetszélegesen valasztott ¢
pillanatban a sziikséges feldolgozdegységek szamat jelolje n, és legyen P, annak valoszintisége,
hogy az adott t idépillanatban n darab egység miikodik.

Az % és az I% sorra a beérkezések kozotti id6kozok-, és a kiszolgalasi id6k atlagai, és tegyiik fel,
hogy végtelen a beérkezd igényeket "tarolo" sor. A differenciaegyenletek segitségével vizsgéalht-
juk a feldolgozoegységek szamanak valoszintiségeit, amikor az id§ t-r6l t + h-ra n6. Az o(h)
definicidja a [10] egyenlet.

Akkor [3, ¢2.11]

n=0 Py(t+h) = (1= Ah) Py + phPy(t) + o(h)

n>1 Pyt ) = (1= No— ph)Pa(t) + MNPy s+ fh oo () + oh) (15)

2.2.2. Differencialegyenletek

Ha a fenti differenciaegyenletekben a h értéke a 0-hoz kozelit, akkor a kévetkezé harom egyen-
letet irhatjuk fel [3, ¢2.12]:

P,(t+ h) — P,(t)

e 0
P
i MEBL gy (16)
h—0 h
tim 2 _ g,
h—0 O

Az els6 egyenlet mutatja, hogy néz ki a derivalt. A masodik mutatja a valosziniiséget amikor
nem noveljiik t-t h-val. Az utolsé pedig az o(h) fliggvényt mutatja. A alapjan, ha a h
értéke nullahoz kozelit, akkor a differencia egyenletekbdl a kovetkezd differencialegyenleteket
kapjuk [3 ¢2.12]:

n=20 Po(t)/: —)\Pg(t)—F/LPl(t)

RS> Put) = (<A— @)Pa(t) + APy 1(t) + fPoss (1), (17)
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2.2.3. Egyensilyi egyenletek

A rendszer egyensilyban van, hogy ha derivalt értéke nulla, azaz [3, ¢2.13| szerint:

fmreo (18)

Ezeket alkalmazva a differencialegyenletekre [3, ¢2.13]:

n=0 0= —APy + Py (19)
n>1 0= —(A+u)Py+ AP+ puPoy.
Az egyenstlyi egyenletekbdl levezetve [3, ¢2.14] alapjan :
n=>0 0=—-\Fy+ ub, = 0= -\Fy+upb
n=1 0=—-A+p)PL+ AP+ uP, = 0=-\P,+puP, (20)
n=2 0:—()\+M)P2+)\P1+MP3 = 0:—>\Pg+/uLP3
Es innen éltalanossagban:
0=-AP, 1+ubP,, n>1 (21)

2.3. Sorbanallasi rendszerek

A sorbanéllasi elmélet kiilonb6zé rendszerekbe érkezd igények vizsgalata soran az igények sor-
banallasat, a kiszolgalasat és ezek Osszefiiggéseit vizsgalja. Az IT rendszer feldolgozéasat sor-
banallési elmélettel modellezem.

A vizsgalatom soran a PH/PH/N és a MAP/PH/N tipust sorbanallasi rendszerekkel kozeli-
tem az Adattarhaz miikodését. Az Adattarhaz rendszert egy olyan modellel lehet leirni, ahol
eggy szerveren n darab kiszolgalasi egység talalhato, és egy (elméletileg) végtelen méret va-
rakozasi hely taldlhato. A rendszer a job-okat az iitemezési haldzaton végighaladva dolgozza
fel. A sorbanéllasi rendszereket leird, a miikodésiiket jellemzd jelolések, egyenletek sokhelytitt
megtalalhatoak, a dolgozatomban a [2] altal is hasznalt jeloléseket vettem alapul.

2.3.1. Kendall-féle osztalyozas
A tomegkiszolgalasi rendszerekek alapvets tipusait a kovetkezd jelolésekkel jellemezhetjiik|2),
c6.2]:

A/B/m/n, (22)
illetve b6vebben az

A/B/m/nfe -z (23)
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jelolésekkel, ahol:

e A: az igények beérkezése kozotti id6kozok eloszlasa

B: kiszolgalasi id6k eloszlasa
e m: a kiszolgalasi egységek szama

e n: a varakozéasi helyek szdma, ahol a rendszerbe mar beérkezett, de még ki nem szolgalt
igények varakoznak

e ¢: az igényforrasok szdma
e X: a kiszolgalas elve
Ahol A és B értéke a kovetkezsk lehetnek:
e G: altalanos
e M: markovian (exponncialis)
e D: determinisztikus
e [: k-adrendd Erlang

e PH: és a fazis tipusu eloszlasok

2.3.2. Mindségi mutatok

A 2 ¢6.3] jeloléseit hasznalva:
o [gény elvesztésének valoszintisége.

e Az igények varakozasésainak eloszlasa:

n

1
F,(X)=— 1(W; , 0 24
(0 = S 1W <)o > (24
e Atlagos véarakozasi id6:
1
— (Wi 4 .+ W) = W (25)
n

sztochasztikusan.

e Sorhosszisag eloszlasa t idépillanatban: L(t),t >= 0 a t. id6pillanatban a sorhossztsag,

Tu(t) = /0 tI(L(s) = k)ds (26)



és
Pk = lim Ek, k= 0, 1, (27)
t—o0
Ha Y2, pr = 1, akkor p; a sorhossztsag eloszlasa
e Foglaltsagi intervallum: Kiszolgalasi egység foglalt: [a,,b,),n > 0,

kiszolgalasi egység szabad: [b,,a,+1)]. Ha létezik sztochasztikusan a

o1
lim —
ntooo N,

il(bi—a,-<x):F*(x),x>0 (28)

akkor F*(z) a foglaltsagi intervallum eloszlasa.

2.3.3. Little-formula

A [2, ¢6.3| szerint:
1. Beérkezési folyamat: N(t),t > 0. A beérkezési folyamat egy Poisson-folyamat.
2. Tavozasi folyamat: M(t),t >0
3. Sorhosszusag L(t) = N(t) — M(t),t >0
4. Rendszerben tartézkodo igények atlagos szama: L, = % [ OtL(s)ds,t >0
5. Atlagos beérkezési intenzitas \(t) = w, t>0
6. n-ik igény atlagos ideje a rendszerben 7,,(t),t > 0

7. Az Osszes id6mennyiség, amit a t idSpontig beérkezett igények a rendszerben toltenek

T(t) =), m(t),t >0

8. Egy igényre esé atlagos rendszerben toltott id6 az Osszes igényre nézve T'(t) = ]:,((tt)) ,t>0

Little-formula |2, ¢6.4 p196 t6.3]:

lim A\(¢) = lim NG =

t—o0 t—oo

_ 1 [t
lim L(t) = lim = [ L(s)ds =L (29)
t—o00 t—oo t 0

3 tlim T(t) = T sztochasztikusan, és érvényes a L = \T' Osszefiiggés
—00
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2.3.4. Poisson folyamat

A Poisson-folyamat egy olyan sztochasztikus folyamat, amelyik a beérkezések szamat, és a

beérkezések kozotti id6kozoket modellezi.
1. Definicio. [2, ¢2.7.1] Az N(t) folyamat \ paraméterd Poisson folyamat, ha

e N(0)=0

o N(t) figgetlen névekményd folyamat

e az N(t) — N(s) novekmények eloszlasa \(t — s) paraméterd Poisson folyamat
azaz

P(N(t)— N(s) =k) = Ww“—@, k=0,1,.. (30)
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3. Markov-lancok

A Markov-lanc egy olyan sztochasztikus folyamat, ahol az adott jelenbeli allapot mellett a

rendszer jovébeli allapota nem fiigg a miltbeliektsl. Azaz

3.1. Diszkrét idejii Markov-lancok

Vegytink egy diszkrét vagy folytonos ideji sztochasztikus folyamatot: X = (X, ¢t € 7) a
(Q, A, P) valoszintiségi mez6n, megszamlalhato allapotot felvéve. Ha a X felveszi a y =
{zg, 21, ...} allapotokat, akkor ezt az allapot térnek nevezziik. Az allapottér véges, ha x véges
szamu elemet tartalmaz.

2. Definicio. [2, ¢3] A Markov-lacncok olyan sztochasztikus folyamatok, ahol minden lehetsé-
gesn =0,1,... érték és tetszilegesen vdlasztott 1, ..., 1, € X dllapotok mellett:

P(Xpi1) = i Xo = G0y ooy X = i) = P(Xps1 = insrx, i, )- (31)

3. Definicié. [2, ¢3.1,p79] Elsérendd markov-lanc:
P(Xpi1 = tni1|Xn = 1) (32)

4. Definicié. [2, ¢3.1,p79] m-edrendid markov-ldac:

(P<Xn+m = Z'ner ‘ X, = Uy ooy Xn+m = iner = Z-nerfl)
Diszkrét idejti bedgyazott Markov-lanc: az {M;,t > 0} folyamat, az {M,,,m > 0} a diszkrét

idej beagyazott Markov-lanc az éllapotoknak azon sorozata, amelyeket a folyamat az ugrasok
pillanataban felvesz. A diszkrét ideji bedgyazott Markov-lanc atmenetvaldszintiség matrixa:

%0 po 0 0 0
@ 0 pp 0 0
0 ¢ 0 po O --- (34)
0 0 ¢ 0 ps

3.2. Folytonos idejii Markov-lanc

[2, ¢3.3] A Markov-lanc allapotttere legyen egy véges x = {0,1,2,..., N} vagy pedig egy
megszamlalhatoan végtelen x = {0,1,2,...}.
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5. Definicio. [2, ¢.3.3] Az X = (X, t > 0) egy folytonos ideji, x dllapotterd Markov-linc
(CTMC), ha

P(X,, = in| Xt | =in_1,..., X5 = io)

. . (35)
- P(th - Zn’th,1 — Zn—l) = Pin_1,in (tn—ly tn>7
s 0 <ty <ty <---<tp, ig,---,0n €Ex €sn=0,1,2,... tetszdleges pozitiv egész szdm.
3.3. Stacionarius eloszlas
6. Definicid. [2, ¢2.3,d2.5] Szigori értelemben vett staciondrius folyamat
A{Xy,t € T} folyamatot szigori értelemben vett staciondrius, ha az Xy, ..., Xy, €s az Xy 41, -+, Xp, 4t
valoszintségi valtozok eqyiittes eloszldsa azonos minden t-re, aholn =1,2,....,n, ty,...,t, €T

valamint t; +t € T

7. Definicio. [2, ¢2.3,d2.6] Gyenge értelemben staciondrius folyamat
Eqgy X; sztochasztikus folyamatot staciondriusnak neveziink, hogy ha végesdimenzios eloszldsai
az iddeltoldssal szemben invariansak (nem figgnek az iddeltoldstdl).

3.4. Atmenetvaldszintiség

8. Definicid. Egylépéses dtmenetvaldsziniség [2, ¢3.1.1 p82):

ahol X = X07X17
9. Definicib. [2, ¢2.7.1 p62] Homogén Markov-lanc: ha egy markov ldnc egylépéses dtmenet-

valdszintdséger figgetlenek az n iddtdl, és ekkor p;j(n,n+1) = p;j,i,5 € x,n=0,1,....

Ellenkezd esetben a markov-lanoct inhomogénnek nevezziik.

10. Definicio. [2, ¢3.1.2] pij(s,s +m) = p;;(m),s,m =0,1,...,i,j € x,
ahol a p;;(m),m = 0,1,....4,5 € x mennyiségeket az X homogén Markov-ldnc m-lépéses dtme-
netvaldsziniségeinek nevezzik. Az ebbdl képzett m-lépéses dtmenetvaldsziniség matriz: P,(m) =

(pij(m))i jex

A homogén Markov-lanc dtmenetvaloszintség-matrixai [2], ¢3.11,p82,d3.7]:
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Véges esetben

—Poo pbor - pON—
Pio P11 --- DPIN

P=1pxo pau ... pon (37)
LPNO PN1 .-~ DPNNJ

Megszamlalhatéan végtelen esetben

Poo  Po1
P10 Pu1
P20 P21

(38)
3.5. Atmenetek osztalyozasa

Az j € x allapot elérhetd az i € x allapotbol (jelolje —), ha létezik olyan m > 1 egész szam,
hogy p;j(m) > 0. Ha két i és j allapot kolcsonosen elérhets egymasbol, akkor ezek kapcsolodo
allapotok. Jelolése: i «+— & [2], ¢3.1.3]

11. Definicio. [2, ¢3.1.3 p87 d3.13] Nem kapcsolodo dllapot: ha i, j dllapotok nem kapcso-
lodnak, vagyis minden m > 1-re p;j(m) =0, vagy pj;(m) = 0.

12. Definicio. [2, ¢3.1.5, p87] Elnyeld dllapot: ha p; = 1, akkor i elnyeld dllapot.
13. Definicio. [2, ¢3.1.8, p87 d3.14] Irreducibilis osztalyok minden eleme kapesoldodd.

14. Definicio. [2, ¢3.1.3, p87 d3.15] Irreducibilis Markov-ldnc: birmely dllapot elérhetd
tetszdleges mas dllapotbol. FEqy irreducibilis Markov-lanc eqy irreducibilis osztdlyt képez, azaz
tetszdleges i, j € x dllapotok esetén Im,m > 1, és m nem figg i, j-t6l, hogy p;j(m) >0

3.6. Generator matrix

Legyen X (t) egy folytonos idejii Markov-lanc, X (0) = i. A lanc a ¢; id6pontban a kivetkezd
allapotaba ugrik, ahol ¢; ~ e*. Nagyon kis § esetén felirhatjuk [I, ¢2.1] alapjan :
P(tl < )\) =1- B_Aié
~1—(1-=X9) (39)
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Tehat nagyon kis A hossztsagt intervallumon annak valdészintisége, hogy elhagyjuk az 7. alla-
potot, kozelitsleg \;0.

\ i PO #11X(0) =)

40
d—00 0 ( )

Annak valészintisége, hogy i-bél j allapotba jussunk: p;;, és az i-bél a j-be torténd dtmenet

aranya: g;; = \;p;j. Vezessiik be a () generatormatrixot, amely i, j-ik eleme g;;:

_ )\ipij i (41>

qij
Tolea =g

A @ generatormatrixra igaz, hogy Zj Q(i,j) =0.

A @ generatormatrix grafikus magyaréazata:

3

a__®

1

, €8

3.7. Sziiletési-halalozasi folyamat

Vegytink egy M (t), t > 0 sztochasztikus folyamatot, aminek az &llapotainak halmaza: I =
0,1,.... Egy k € I allapotban toltott tartozkodasi idejének eloszlasa a [2, ¢3.4] jeloléseit
hasznalva:

ap = )\k + M (42)

paraméterii exponenciélis eloszlas. Ez a tartézkodési id6 fiiggetlen az ebbe az allapotba kertilé-
séig terjedd trajektoriatol. A trajektoria alatt az { M (t) € T} folyamat realizaciot, {m(t),t € 7}
értjuk.

A folyamat egy tetszélegesen megvalasztott k € I,k > 1 allapotbdl vagy egy k + 1 vagy pedig

24



egy k — 1 allapotba kertilhet:

A
Pr = —k, k + 1 allapotba jutés
a (13)
Qe = —k, k — 1 allapotba jutas.
677
A folyamat a 0 allapotbol pg valoszintiséggel keriil az 1 allapotban, és ¢o = 1 — pg annak
valoszintisége, hogy ott is marad.
A folyamat kezdeti eloszlasa:
Py(0)) = P(My =k) = pi, k € I. (44)

A fenti feltételek mellett az {M(t), t > 0} egy sziiletési- és haldlozasi folyamat, és a A\ a
sziiletési-, a py a halalozasi intenzitas, a k pedig a populacié nagysaga. Ha

e )\, = 0, akkor tiszta halalozasi a folyamat,

o 1 = 0, akkor tiszta sziiletési a folyamat.

3.8. Felujitasi folyamat

[2, c4.1] Legyen N (t) egy olyan sztochasztikus folyamat, amely események el6fordulasainak sza-
méat tartalmazza a [0, ) idGintervallumon. A t id6 a ¢ty = 0 pontban kezdddik, és 0 < t; <ty <
.... Legyen T; az események bekovetkezése kozotti idGszakok, és T; =t;, —t;_1, 1 =1,2,3,.....
Ha T, =t,—t;_1, 1 =2,3,... fliggetlenek és azonos eloszlasiak, ahol az eloszlasfliggvény

FX)=P(Ty <z, k=1,2,...)
akkor azt mondjuk, hogy N (t) feltjitéasi folyamat [2, c¢4.1,d4.1]. A T,-re azt mondjuk, hogy az

n. felujitasi pont.

A legelsé idéintervallum eloszlasa eltérhet a tobbitsl. Vagyis, ha

akkor azt mondjuk hogy az N(t) késleltetett felujitasi folyamat.

25



4. Fazis tipusu eloszlasok

A féazis tipust (Phase Type, vagy roviden PH) eloszlasok t6bb exponencialis eloszlas konvola-
ci6jabol vagy keverékébdl allnak els [2, 5.1].

15. Definicio. PH eloszlds definicioi [1, ¢2.1.2 p9 d2.4] alapjin:
o A fdzis tipusi eloszlds Markov-lanc az elnyeld dllapotdba jutdsi ideje dltal adott

e Ha a Markov-ldnc diszkrét ideji, akkor diszkrét ideju eloszlast, ha folytonos ideji, akkor
folytonos ideji eloszlast kapunk

o Az eloszldst a Markov-ldnc kezdeti eloszlds vektora és tranziens dllapotai kézdtti dtmene-
teket leird mdtriz eqyértelmien definidlja

4.1. Elnyel6 Markov-lanc

[1, c2.1.2] Ha egy markov-lanc allapotai kézott van elnyeld, akkor elnyel6 markov-lancrol beszé-
link. Ha az S allapottert folytonos idejd, az elnyels allapotaba juto X (¢|0 < ¢ < co) Markov-
lanc végeséllapott, és az S = 1,...,n allapotokbdl illetve az n+ 1 elnyels allapotbol all. Akkor
a () generator matrixot fel tudjuk irni a kovetkezd alakban, a [I] altal adott jeloléssel:

D() d1
o2 4 o

bl

ahol Dy az n X n-es, a d; pedig n x 1 méreti méatrixok, és a 0 azn x 1, a 0 az 1 X 1 méretd
csak 0 elemd matrixok. A Dy a kapcsolodo allapotok kozotti atmeneteket irja le, a dy pedig
az atmenetek intenzitasat a kapcsolodo allapotokbdl az elnyels allapotokba. A fazis tipusi
eloszlasok irodalmaban sokat idézett F. Neuts [4] ugyanezt a

T 71°

@=19 o

(46)

jeloléssel hasznalja rendszeresen.

16. Definicio. [1, ¢2.1.2] alapjdn a fazis tipusi eloszlds eqy X sztochasztikus folyamat életcik-
lus eloszlasaként definidlhato. Az életciklus az az idd, amennyi idd alatt az X folytonos ideji

Markov folyamat a kapcsolodo dllapotokon végighaladva eljut az elnyeld dllapotdba.

Legyen S a véges Markov-lanc allapottere. Akkor Sr = 1,...,n a kapcsolodo allapotokat
tartalmazdé halmaz, és S4 = n + 1 az elnyels allapotok halmaza. Azaz S = Sy U S4. Az Sr
allapotokat nevezziik fazisoknak. Az X (t) folyamatot, aminek n darab kapcsolodo allapota van,
n-edfokunak nevezziik. A folytonos ideji Markov-lancok rendelkeznek egy [, w(n + 1)] kezdeti
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valoszintiségi vektorral és a () generatormatrixszal. A m egy n x 1 méretd oszlopvektor és ez
tartalmazza a kezdeti valoszintiségeket. A m(n + 1) az elnyeld, (n + 1). allapotba jutas kezdeti
valoszintsége [1, ¢2.1.2,d2.4]. A @ tulajdonséagai:

[ J D01+d1:0,
b DO(Z7Z)§07 DO(ZL])ZOv haz#]
o di(i) >0, és

b ZjESt DO(Z>]> <0

. A d;(7) jelenti az S; kapcsolodo allapotokbol az n + 1. elnyels allapotokba lépés ratéajat.
A D, diagonalisa kifejezhet6:

Do(i,i) = — <Z Do(i,5) + d1(¢)> : (47)
i#]

Es mivel >~ Q(i,j) = 0, ezért Dol + dy = 0, innen d; = —Dg1, ezért Dy(i,i) <0, Do(i,5) >0

minden i # j esetén, di(i) > 0és Y . g Do(i,5) <0 (St a kapcsolodd allapotok halmaza).

4.2. PH eloszlasok jellemz6i

[1, 2.1.3] megadja a kovetkezs PH jellemzdket:

Eloszlasfiiggvény
F(z)=1—meP"1, 2> 0 (48)
Strtségfiiggvény
f(z) =mePdy, >0 (49)
Varhato érték
E[X]=—-nDy'1 (50)
Momentumok
EX]" = (=1)"nlrDy™ "1 (51)

Az 1 az 1-eseket tartalmazo oszlopvektor, és Dy és dy a @) generatormatrix blokkjai [16], a 7 a
kezdeti valoszintiségi vektor. A fenti egyenletekben a matrix exponencialis e kifejezhetd:

Q=3 Q" (52)

k>0
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Az X; markov folyamat allapotatmenet méatrixa P, ahol P(i,j) = P(X(t) = j|X(0) = 1),
aminek a jelentése: a t idépillanatban annal valoszintisége, hogy i-bél j allapotba jut a rendszer.
P, :th, és

th B €D0t 1— €D0t1 (53)
1o 1 ’

Az exponenciélis eloszlabdl is ismert A eseményrata paraméter:

1 1
= = 54
A E[X] 7Dy "1 (54)

Az i. kezd6fazis mellett a j. allapotboél az elnyels allapotba jutas teljes idejének varhato értéke
Elti;] = =Dy (i, 5) (55)

17. Definicio. [1, ¢2.3] Aciklikus PH eloszlds: Egy (mw, D) PH eloszlds aciklikus, hogy az dlla-
potait eqy felsé hdromszog D-be rendezhetjiik.

4.3. Néhany nevezetes PH eloszlas

A [T] és [4] megemlitik a kovetkezs, nevezetes fazis tipusu eloszlasokat:

Erlang eloszlas Az X v.v. Erlang eloszlasu, ha eloszlasfiiggvénye:

k—1
1
F(z,k)=1-— —|6_M()\$)", x>0, (56)
n!
n=0
és strtségfiiggvénye:
A" n—1_-—Az
f(.fE,n)_ n_1)|$ € ) $>0> (57)
Az i. momentuma: ( 1)
n+1—1)!
EX' = : 58
[X7] DY (58)
és ebbdl a varhato érték:
BlX] = 5 (59)
A @ generdtormatix D, blokkja:
-2 A 0 0 0
0O =X X 0 O
Dy = 60
“lo 0 -x A0 (60)
0O 0 0 =X A



Hiperexponencialis eloszlas Az X vv. hiperexponencial eloszlasi, ha stirtiségfiiggvénye

f(z) = Zﬁk/\ke_/\kx> x>0, A, >0, (1) +---+7(m) =1
k=1

Eloszlasfiiggvénye:
m si—1 . j .
Flx)=1-") n(3) ()\(l)ﬁ) e AT >0 (61)
i=1 =0 J:
Es
-\ 0 0 0 (N
0 =X 0 0 0
Dy=10 0 =X O 0 (62)
0 0 0 —X O
| 0 0 0 0 —Xs

Coxian eloszlas Altalanositott Erlang-eloszlas

[— P11 0 0 0

—X2 p2Ay O 0
0 (63)
0 0 —A4 pag
0 0 0 — A5 |

DOZ

o o o o
o
|
P
w
3
w
>
w

4.4. MAP (Markovian Arrival Process) folyamat

A MAP(m, Dy, D1) a [Il, c4] alapjan egy irreducibilis, véges S allapottertd Markov-lanc,
kezdeti valoszintiségi vektorral és () generatormétrixszal, ahol

i Q:D0+D17

.D1207

Do >0, hai#j

Dy<0,hai=y
e A (m, Dy) PH eloszlasu.
A folyamat a 7(7) valoszintiséggel kezdGdik az i. allapotban. Feltételeziink egy
@)= Doli,j)+ ) Dili, )
A j
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paraméterd exponencialis eloszlast, ami

- Dq(2, 9
p(A) = 2213&;;—22

valoszintiséggel general egy eseményt. Ez az eseméy az -bdl a j nyel6 allapotba juttatja a
folyamatot, aminek a valoszintisége
O/\WI e

Pij =3 Dy .
;\(i)j =0

Gyakorta a 7w kezdeti valészintiségi vektor nem része a MAP-folyamatnak . Az ilyen esetekben
azt feltételezziik, Dy + Dy egy irreducibilis generator matirx, olyan médon, hogy 1étezik egy

Ps = (—Dy) "Dy
amely egy irreducibilis sztochasztikus matrix. Ennek létezik egy egyedi baloldali sajatvektora:
s P, = m,, ahol m,1 = 1.

Az ilyen esetekben a 7w, az események utani stacionarius eloszlas, majd ezt kezdeti vektorként
hasznélja fel a M AP folyamat. Ilyenkor a M AP-ot a (Dg, D1) forméaban irjuk fel és mellette

implicit médon irjuk fel a 7, kezdeti vektort.
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5. Fazis tipust eloszlas kozelitése

A kovetkezSkben [ ¢3] alapjan a fazis tipust eloszlasok kozelitését lehetévé tevd numerikus
megoldasok koziil mutatok néhényat. A feladat, hogy olyan PH eloszlast taldljunk, amelyet
a (m, Do) alakban tudunk felirni, és a statisztikai tulajdonsédgai megegyezok, vagy legalabbis
nagyon hasonléak legyenek, mint egy megfigyelt P sztochasztikus folyamaté. A gyakorlatban
nem kivitelezhets végtelen szami megfigyelés rogzitése, ezért véges szamu eseményt rogzitiink.
A P folyamatot a 7 = (t1,ts, . ..t,,) pillanatokban figyeljik meg. Ezt nevezzik a P folyamat
nyoméanak (trace). A 0 legyen a P folyamatbol megfigyelt értékek halmaza, és £ € 0 az egyes
megfigyelések. A ¢ értékét vagy a megfigyet {p (ahol az index a P folyamatot jeloli) vagy a
becsiilt &, értékkel adhatjuk meg. Egy teljes idGsor megfigyelése nagyon nagyszami adatot
eredményezhet, ezért érdemes a 7 = {t;, i > 0} értékeket alkalmasan megvalasztani ugy,
hogy kezelheté méretii nyomot kapjunk. Igy elsé lépésben a mintavételezés karakterisztikajaval
[1, ¢3.1] kell foglalkoznunk, majd utédna vessziik el a megfelel§ approximacio algoritmusok
elméleteit a PH |1}, ¢3.1.2] és a MAP [I}, ¢5.2] eloszlasokhoz.

5.1. Mintavételezés karakterisztikaja

A [1l ¢3.1.1] alapjan a mintavételezés i. momentuma

R RV
i =—> (1)) (64)
m 4
Jj=1
és varianciaja
1 m
~ 92 ~ \2
= — t; — . 65
7= i) (65)

Hatarozzuk meg az autokorrelaciot és egytitthatoit, hogy lassuk, a nyom adatpontjai kozott
van-e fliggdség. Az egylitthato a k lag-paraméterrel (késleltetés-paraméter):

m—k

e k_l = > (t; = i) (tjn — i) (66)

J=1

Egymast kovets két pont egyiittes momentumanak becslése, u; ; = E[X}, “X,i )
m—1

fug = ——7 > () (trgr)’ (67)

m —
Jj=1

Az empirikus eloszlasfiiggvény, bevezetve az m-et, mint a lépések szamat:

Z;‘nﬂ o(t; < )

m

Fy(x) = (68)
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ahol

1 ha b teljesiil
0  kiilonben

o(b) =

Ha az 0sszes megfigyelt eredmény alapjan approximalnank a PH eloszlast, akkor nagyon haté-
konytalan, koltséges lenne az approximécios algoritmus. Ez miatt sziikséges az, hogy megfelels
méretd nyomot valasszunk az eredeti adatsorbol. Ezt a sziikitett nyomot aggregalt-nyomnak
nevezziik. Az eljarast, amivel megtalaljuk a sziikséges nyomot, nyom-aggregdldsnak hivjuk.

A nyom empirikus eloszlasfiiggvényét fel tudjuk bontani kis intervallumokra:

A0<A1<"'<AM

Jelentse mindegyik A, intervallum az adott intervallum atlagat, illetve sulyat. Igy felirhatjuk
a nyomot a

~

™ ={(ty,w(ty)),. .., (tm, w(tn))} (69)

forméban. Jelentse tehat &; az [A,_1A,] intervallum atlagat, a w; pedig azt a stlyt, hogy hany
eleme esik az adott intervallumba. A 7-t osszuk fel a min(7) és max(7) intervallumot

[min(7), max(7)]

M darab intervallumras:
(AiflAi] ,’i - 1, ce. 7M

valamint
0 <Ay < min(7), és

Ay = max(7).

Az intervallumok szélességét a megvalasztott M paraméter adja. Vezessiik be a j € J; index

valtozot, amely az egy intervallumba esé elemek széna:
t; € (At—lAt] ,i=1,...,Més
m; = | Ji]
A nyom elemeinek atlaga a (A, 14| intervallumon
- 1
= Z t;
Jjed;

és az ¢. intervallum silya
m;

W= dm
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ami megegyezik a
P(j E Jl) — P(tj E (Az‘—la Al]

valoszintiséggel. A 0 atlagi intervallumokat nyugodtan ignoralhatjuk. Ha M értékét tul kicsi-
re vessziik, akkor kevés intervallumra osztjuk fel a nyomot, igy pontatlanul tudjuk kovetni az
eredeti eloszlast. Az EM algoritmus hasznalata soran a jo kozelitéshez (a legalkalmasabb para-
méter megtalalasahoz) ajanlatos végrehajtani a nyom-aggregalast tgy, hogy hosszi nyomokat

hasznaljunk, abban sok hasonl6 elemmel.

5.2. EM algoritmus (Expectation Maximization) PH eloszlashoz

Az EM algoritmus [T}, ¢3.1.2] egy iterativ modszer a maximum likelihood paramétereinek meg-
talalasara.

Legyen egy 7 = (t1,ta,...,t,) megfigyelésiink, amelynek legyen egy f striségfiiggvénye. A
stirtiségfiiggvényt irjuk fel a kovetkezs alakban:

f=f(t.]0) (70)

ahol a 6 az eloszlés szabadon véilaszthato paramétere. A mintavételezéssel kapott 7-rol azt lehet
feltételezni, hogy kisebb elemszamu, mint a teljes X sokasag, amelybdl 7 is szarmazik. Létezik
egy u leképezés ami X-bol 7-t csindl: 7 = u(X). Ha bevezetjiik a z = (7, X) strukturat, akkor
ez a teljes adatmennyiséget tartalmazza.

A t; értékek fiiggetlenck és egyértelmten meghatarozzak az f eloszlast. Irjuk le az f-et kozelits
likelihood fliggvényt:

m

L(O7) = f(710) = [ [ f(t:16). (71)

i=1

Gyakorta hasznaljak a log likelihood fiiggvényt:

log(£L(6]7)) = log( [ (116)) = D _log(f(2:]6)). (72)

=1

Jelolje 2 a 6 paraméterek halmazat. Akkor 6* legyen, ami maximalizélja a likelihood fiiggvényt:
0" = maxgeaL(0|7). (73)

Az EM algoritmusnak két lépése van. Az els6 a varhato érték (E), a méasodik a maximalizéalés
(M). Az EM algoritmus az (r + 1). iterdciés lépésében sorra veszi a §UF1 paramétert, ami

maximalizalja a kovetkez§ kifejezést:

Ellog(f(X, 10" ) | f(X|7,07))], (74)
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a 0" az r. iteracios lépésben alapul vett paraméter. Az E lépéssel taldljuk meg az adatok
sokasagan az ismert- és mért adatok alapjan, és szintén az E 1épés adja vissza az eloszlas 6"
paraméterét. Az M lépéssel tjrabecsiiljik az E lépés soran talalt, és helyesnek elfogadott 6"
paramétert. Az EM algoritmus egy lokalis maximumkeresd eljaras, amellyel becslések soroza-
tat allitjuk el6 a nemcsokkend likelihood eljarassal, de lehetséges, hogy ez a sorozat csak egy
nyeregpontot, vagy csak egy lokilis maximumot eredményez.

A PH eloszlasok esetében a megfigyelt adatok tartalmazzak az elnyels allapotba jutas idejét, és
ezek megfelelnek a 7 nyomban 1évs adatoknak. A nem megfigyelt adatok megfelelnek a PH el-
oszlas allapotainak, amelyeket a folyamat felvesz az elnyelS allapotba jutésa el6tt. Az illesztési
feladat alapprobléméja, hogy megtalaljuk a

0 = (7'(', DQ) (75)

paramétert gy, hogy a nyom elemeinek eloszlasfliiggvényét maximalizaljuk. A (w, Dy) PH
eloszlasra alkalmazott likelihood fliggvény:

L((m, Do)|7) = [ we™"d,. (76)
i=1
Az a célunk, hogy maximalizaljuk L-et:

(7, Do) = max(x,ny) H mePotid, . (77)

=1

Az elnyels allapotba jutasig eltelt id6 megfigyelése nem jelenti a teljes a Markov-folyamat meg-
figyelését. Csak részletes megfigyelésiink lehet, amit jeloljiink {X (¢) }o<i<¢;,-vel. A megfigyelés
soran tapasztalt t; € 7 valtozo egy Y Markov-folyamat része, ami az eredeti {X (¢)} folyamat
elnyeld allapotba jutasat tartalmazza. Csak a t; értékeket ismerjiik, ezért nincs teljes informéci-
onk arrél, hogy a hattér Markov-lanc hogy jut el az elnyel§ fazisba és mely allapotokat vette fel,
és azokban mennyi id6t toltott. A teljes adat Osszeéllithato a beagyazott { X () }o<i<:, Markov-
folyamatbol a { X (¢) }o<i<:, folyamatbol, annak Osszes meglatogatott fazisanak sorrendjét és az
adott fazisban toltott id6t felhasznalva. Most jeliiljiik k-val azon lépések szamét, ami alatt az
{X () }o<t<t; eljut az elnyels allapotba. Akkor az Xy = n + 1 az n-edfokt PH eloszlas elnyeld
allapota. Ez az n adja a PH eloszléds dimenzi¢jat, és ez az optimalizalas folyamata el6tt mar
ismertnek tekinthets.

Az elnyel6 allapotba jutésig sorra meglatogatott fazisokat jeliiljik Xo,..., Xx_1-el. Az ezen
allapotokban eltoltott idket pedig jeloljik sorra Sy, ..., Sk_1-el. Akkor vegyiik a kévetkezd
n-eseket ((k — 1)-eseket):

2= (T, @1y oy Th—1, 50, 51y -« - Sk—1) (78)
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amivel mindent tudunk az { X (¢) }o<i<¢,-r6l a [0, ;] intervallumon. A ¢; elnyels allapotba jutési
id6 az egyes, odaig tartd allapotokban toltott idGk Osszege:

k
§=0
A teljes mefigyelésbdl szarmazo z és a 6 paraméter alapjan az f fliggvény eloszlésa
f(2]0) = f(z|(7, Dy))

m(20) M (o) e M0 P (20, 1) . N(zp_y ) e M ED1 P () ) 4 1) (80)

m(20)e M@0 Do (xg, 1) .. e ME1k-0 ) (1),

AT =(ty,..., ty)-et m-féle fiiggetlen moédon adhat eredményt az {X(¢)} Markov-lancrol. Igy
a z is m szamu lehet&séget ad az elnyel6 allapotba jutashoz:

2= (X0 T Sh e S ). (81)

A z stirtiségfiiggvénye, amit a maximum likelihood fiiggvényben is hasznalunk:
L((m,Do)|T) = f(z|(, Do)
n n+1 (82)

(i) P eZiDO(i’j)H H Do(i, j),

i=1 i=1 i=1 j=1,j#i

=

ahol B; legyen annak szdma, hogy a Markov-lanc hanyszor kezdddik az ¢ fazisban, a Z; az i.
fazisban eltoltott teljes id6, és N;j az Osszes olyan allapotvaltozas szama, amikor a fazisatmenet
i1 —>jésieSrésjeSs.

5.3. Nyomokra épiils illeszkedésvizsgalat MAP-ra

A mar ismert 7 alapjan becstiljiik a (Dg, D;) MAP folyamat 6 paraméterét |1, ¢5.2]. A maximum
likelihodd fiiggvény:

L((D1,Dy)|r) =7 [ ] e™"Di1. (83)
i(1)
Az optimalizalas feladat:
(Do, Dl)* = ma$(D0,D1)7T H BDOtiDl]_. (84)
i=1

A likelihodd fiiggvény kifejezéséhez definidlni kell a kovetkezdket: B; azon események szédma,
amikor amikor a folyamat az i. éllapotban kezdédik el. A Z; az Osszes megfigyelt olyan ¢ — j
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allapotatmenetek szama, amelyek nem generdlnak N;; eseményt. Illetve az M;; az osszes olyan
i — j allapotatmenetek szama, amelyek viszont eseményt generalnak. Igy akkor irjuk fel a
likelihood fliggvényt:

L((Dy, Dy)|7) =

— ﬁﬂ'(i)Bi f[eZiDo(i,i) ﬁ f[ Do(i,j)N” ﬁ ﬁ Dl(i,j)Mijl (85)
i=1 i=0 i=1 j=1,j#i i=1 j=1,j#i

36



6. Struktaralt Markov-laAncua sorbanallasi rendszerek

Olyan sorbanalléasi rendszerekrél lesz sz0, ahol a beérkezési sor, és/vagy a feldolgozasi idSk elosz-
lasa strukturalt markovi tulajdonsaguak: PH vagy MAP. A bemutatas utan a vizsgalt Adattar-
héz rendszer érkezési és kiszolgélasi folyamatait a lenti modellek koziil végiil a MAP/PH/N és
PH/PH/N tipusokkal kozelitettem. Az Adattarhaz rendszerben N kiszolgaloegység van, de az
egyes modellek vizsgélata soran az egy kiszolgaloegységgel rendelkezé rendszerek attekintésével
kezdtem.

6.0.1. A PH eloszlasok tovabbi tulajdonsagai

A strukturalt Markov-lanca folyamatokhoz sziikséges a PH eloszlasokhoz egy kiegészités |4,
c2.2,ph9]. Az olyan alkalmazésokban, ahol az érkezési folyamat egy A intenzitési Poisson-
folyamat egy [0, X] intervallumon, ahol az X a Poisson-folyamattol fiiggetlen valoszintiségi

valtoz6. Ha F' az X eloszlasa, akkor

ar =P(N =k) = /Oo e_A“(AkL‘)de(u), k> 0. (86)
: !
Az F generatorfiiggvénye A(z) = {ax}:
A(z) = f(A = A2) (87)

ahol az f az F eloszlasfiiggvény Laplace-Stieltjes transzformaltja. Ha F' eloszlas fazis tipusi
eloszlas, amit (o, T) alakban irhatunk fel, akkor az {a;} egy PH-stirtségfliggvény, amit (f3,.5)
alakban tudunk felirni. Ekkor

B=Xa(A -T)™*
S=AM-T)"
Bmi1 = Qi + (M —T)71T°
S° =W\ —-T)"'T°

(88)

6.1. Kvazi sziiletési-halalozasi folyamat

A kvazi sziiletési-halalozési folyamatot |2, ¢5.3] réviden QBD folyamatnak nevezik (Quasi Birth-
Death process). Legyen az {N(t), J(t)} egy folytonos idejii Markov-lanc, ahol a rendszer élla-
potét egy ¢ id6pillanatban két sztochasztikus folyamattal irjuk le. Az {N(t), J(t)} allapottere:
{n,j} ésneN, je{l,2,..., J}.

Szint: az &llapotok azon részhalmaza, amihez ugyanaz a N érték tartozik. Az egylépéses
atmenetek vagy csak szinten beliil, illetve a szomszédos szintek kozott lehetségesek. A kvazi
sziiletési-halalozasi folyamat (QBD) strukturalt felirasahoz adjuk meg az atmenetek osztalyait:
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o felfelé torténd atmenet: (n — n + 1)
e lokalis atmenet: (n — n)
o lefelé torténs atmenet: (n —n — 1)

Ezek utédn alkalmazzuk a kévetkezs jeloléseket:

Legyen F a J x J méretd méatrix, amelyik az felfelé 1épéses atmenetek sebességét tartal-
mazza. Az F;; elem jelentse a {n,i} — {n+1,j}, (n > 0) atmenet intenzitasat.

Az L egy J x J matrix, amelyik a lokalis atmeneteket tartalmazza minden n > O-ra: L;;
jelentse a

Az I’ egy J x J matrix, amelyik az olyan lokalis &tmenetek mértékét tartalmazza, ahol
n = 0. A 0 szint nem szabalyos, mivel a 0 allapotbél nincs lehetség visszafelé 1épni.

e A B szintén egy J x J méretd matrix, amely a lefelé torténd dtmenetek sebességét tar-
talmazza. Az B;; elem jelentse a {n,i} — {n — 1,7}, (n > 0) atmenetet.

A fenti jelolések ismeretében a kvazi sziiletési-halélozasi folyamat generdtormatrixa:

L' F
B L F
@= B L F
B L F

A kvazi sziiletési-halalozasi (QBD) folyamat reguléris része, azaz amikor n > 1 egy folytonos

ideji markov-lanc, aminek a generdtormatrixa
A=F+L+B. (89)

6.1.1. QBD folyamat stabilitasa

Az A legyen egy irreducibilis folyamat egy « stacionarius eloszlassal, ekkor

aA=0
al =1.

Az « stacionarius eloszlashoz tartozd sodrdddst jeloljiik d-vel:

d=aF1 - aBl.
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A d sodrédas azt mutatja meg, hogy a szintfolyamat hogyan valtozik meg a regularis részben
(amikor n > 1). Ha d < 0, akkor a folyamat pozitiv rekurrens, vagyis a folyamat stabil:

d=aF1—aB1 <0, ahol
alF+L+B)=0 (90)
al =1

2, ¢5.3,p182)

6.2. Matrix geometrikus eloszlas
6.2.1. Alapok

[2, ¢5.3.1]. A @ generatormatixszal rendelkez6 kvazi sziiletési-haldkozasi (QBD) folyamat sta-
cionarius megoldasa megegyezik a kovetkezs egyenletek megoldéaséval:

Q=0

ml=1 o1

A 7 felirhatjuk a kovetkezd formaban: m = {mg, m,...}. Ezt a format hasznalva felirhato a
generatormartix egyenlete:

7TOL/—|—7TlB =0

(92)
Tl +m L+ 7 B=0,n>1,

és Y o oMl =1

1. Tétel. [2, 5.3.1t5.9] A 7w staciondrius valdsziniség vektor felbonthaté m-vektorra: m, k > 0.
Stabil dllapoti QBD esetén a [99] egyenletek megolddsa

T = moR" (93)
ahol az R mdtrix megolddsa a
F+RL+R*+B=0 (94)
kvadratikus egyenletnek. Az egyenletrendszer megolddsa a my oszlopvektor:
mo(L'+ RB) =0, (95)

és a normalizdlo feltétel:
mo(I—-R)'1=1 (96)
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18. Definicioé. [8/ A Normalizdlé dllandd egy olyan konstans, amellyel megszorozva egy sehol

sem negativ fiigguényt, annak gorbe alatti terilete 1 lesz.

6.2.2. M/G/1 és GI/M/1

A PH/PH/1, PH/PH/N, MAP/PH/1, MAP/PH/N rendszerek bemutatasahoz az alabbi rend-
szereken keresztil részletezem tovabb a matrixgeometriai eljarast [4, c1.1]. Az M/G/1 tipus
markov-lancanak blokk alaku felirdsa :

(By Bi By B; By
Co Ar Ay Ay Ay

(97)

Az Ay,v > 0 egy m X m méretd matrix. A B,,v > 1 mérete n x m, a By mérete n X n és
legutoljara Cy mérete m x n.
Legyen P a GI/M/1 dtmenetvaloszintségmatrixa, akkor

ok
I

&
&

A Ay O
B3 Ag A2 Al AO

Az Gsszes blokk mérete m x m. A P sztochasztikus matrix (azaz sorainak sszege 1), akkor

k
Bil+) Al=1k>0. (98)

v=0

1. Tétel. [/, c1.2t2.1.2] A Q irreducibilis Markov folyamat pozitiv rekkurrens, akkor és csakis

akkor, ha a
> RFAL =0
k=0

egyenlet minimadlis, nemnegativ R megolddsa spektrdlis radiusza kisebb mint eqy: sp(R) < 1, és

létezik eqy ™o pozitiv vektor, ami kielégiti a kévetkezd feltételt:

moB[R] =0
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¢s BIR] = S22, R* By,

19. Definicio6. [9] Spektrdlis rddiusz: egy négyzetes mdtrix legnagyobb sajdtértékének abszolit
értéke.

sp(R) = maz{|\1], | Aaf, ... }.

A GI/M/1 folyamat markov-lanca egy kvazi sziiletési-halalozasi folyamat, az x kezdeti valoszi-

niiségvektorat feloszthatjuk m vektorra, ezt jeloljiik x,-val, ahol £ > 0, és akkor adott a
rp = 2R, k> 1, (99)

¢és az R a nemnegativ megoldésa a matrixkvadratikus egyenletnek.
Vezessiik be a kovetkezd paramétert a folytonos idejii markov-folyamat esetében:

By A3 0 0 0
B A5 A3 00
Po— |By A3 AP A3 0
By A3 A Al A

Az 1j paraméter blokkjai:

By = Ay'By+ 1

AS = Ayt A
BS=A"'B,

(100)
A =ATTA, 46,1

A = —diag(Bo)

Az A° =37 JAS és A° =T+ A~1A. Az A° akkor és csak akkor sztochasztikus matrix, ha
Al = 0. Az A° akkor és csakis akkor reducibilis, ha A is reducibilis. A 7° valdszintiségi vektor
pedig az alabbi altal adott: 7° = (7A1)"!7A.

6.3. PH/M/1

A PH/M/1 modellben [2] ¢9.1] a beérkezési folyamat PH eloszlasi, amit a (7, T) jeléléssel adunk
meg. A 7 a kezdeti eloszlasvektor, a T" a generatormatrix. A kiszolgaléasi id6k eloszlésa p para-
métert exponencialis. Egy feldolgozdegység talalhatd a rendszerben, és végtelen a varakozési
sor.

. A rendszert le tudjuk irni gy, mint egy folytonos idejd { N(¢), J(t)} folytonos idejd markov-
lancot. Ahol az N(t) a rendszerben talalhato igények szama, a J(t) pedig a Markov-lanc
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fazisfolyamata. A J(t) pedig a PH-eloszlasu érkezéseket jellemi a ¢ idSpillanatban.
Egy ¢ pillanatban a folyamat: (N(t), J(t)) = (n,7). Ekkor a kévetkezdk torténhetnek:

e Han > 1, akkor (n,j) — (n, k) és k # j, és ezalatt a PH eloszlas "hattér" Markov-lancban
nem torténik érkezés. Az (n,j) — (n, k)-t a T, allapotatmenet irja le.

e A PH folyamat hattér Markov-lanca elnyels allapotba juthat, és torténhet egy igény
beérkezés. Ha a folyamatban egy igény beérkezés torténik, akkor a rendszerben talalhat
igények szama eggyel novekszik, és egy 1j, PH eloszlési intervallum kezdédik a 7 kezdeti
eloszlasvektor szerint. Legyen t egy oszlopvektor, amelyik a nyel6 allapotba jutas ratajat

tartalmazza.
t=-T1

Akkor a (n,j) = (n+ 1, k) dtmenet esetén az atmenet rataja t;7;

e n > 0 esetében a rendszerben talalhato lesz egy olyan igény, ami kiszolgalas alatt van,
és a kiszolgalasi id6k eloszlasa egy p paraméterd exponencialis. Az igény kiszolgalasanak
befejeztével a rendszerben taldlhatd igények szama eggyel csokken. Mivel az érkezési
és a kiszolgalasi folyamatok fiiggetlenek, a kiszolgalas sikeressége nem befolyasolja az
érezési folyamatot. Igy tehat (m,j) — (n — 1,7) dtmenet ratdja pontosan a u lesz, és
(n,j) = (n — 1, k) értéke pedig 0, ahol j # k.

A két fazissal rendelkezs PH érkezési folyamatii markov-ldnc generdtormatrixa:

[z T, tym1ti T 00 0 0]
To: =z tomitom 0 0 0 0
Q= w0 x Thia timt17 0 0 (101)
0 u T, = toTitaTs 0 0
0 0 |pu O x Thia timtim
0 0 {0 u T, = toritoT

A diagonalisban lathato x értékét az adja, hogy a () matrixban a sorok Osszege nulla. A
fenti () generator atalanositasa:

(102)

A matrixban a sorok 6sszege nulla, vagyis, ha

e n=0 akkor 71 +t71=0. Ar1=1¢ést=-T1.
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e n>1, akkor pIl + (T — pI)1 +¢71 =0

A QBD folyamat generatormétrixa: A = F + L+ B, és

o ['=1T

o L=T—ul
e B=ypul

e s/ =T.

6.3.1. Teljesitménymutatok, feldolgozdegységek allapotai

Stabilitas Akkor tekintjiik a rendszert stabilnak [2, ¢9.1.2], hogy ha t6bb igényt szolgal ki,
mint amennyi beérkezik. Azaz a beérkezések kozotti idékozok atlaga (7(—T7!)1) nagyobb,
mint a kiszolgalési id&:

1
7(=T)'1 > —
il

A kvézi sziiletési-halalozési stabilitasi feltétele mentén vizsgaljuk a PH/M/1 stabilitasat. A
QBD folyamat generatormétixta:

A=B+L+F=T+tr,

Ha az « a fazis folyamat stacionérius eloszlasa, és a(F + L+ B) =0, a1l = 1 akkor

-1
:i%%%I (103)
Az PH/M/1 rendszer stabil, hogy ha
aBl1 > aF1, (104)
ahol
aBl1 = aull | és
aFl = ;(—T].T)]. = ! (105)

7(-T)'1 r(-T)-11

Teljesitménymutatok, feldolgozoegységek allapotai A PH/M/1 rendszer teljesitményé-
nek [2, ¢9.1.3] mértékét a a {N(t), J(t)} QBD folyamat stacionarius eloszlésa jellemzi. A matrix
geometrikus eloszlasbol ismert modon a stacionarius eloszlas az R métrixszal szamolha-
to: m, = moR", ahol n a rendszerben taldlhato igények szama. Az R pedig a F+RL+ R?B =0
megoldésa.
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Kihasznaltsag A PH/M/1 modellben egy szerver van. A Little-formulédban [2.3.3] megadott
N(t) a rendszerben talalhato igények szama. A rendszer akkor foglalt, ha legalabb egy igény

van benne. Akkor

p=lim P(N(t) >1) =) ml=1-ml (106)
n=1

t—o00

Igények szama Az igények szaméanak stacionérius eloszlésa

pn = lim P(N(t) =n) =m,1 =mR"1 (107)

t—o00

Az igények szaméanak varhato értéke

=> ) mR"1 (108)

n=0 k=0

ZWOZZRnl

k=0 n=k
=m Y RMI-R)™'1
k=0

= 71'0(] - R)_21

6.4. PH/M/N

A PH/M/N tipust modellben [4, ¢3.2,p88| az érkezési folyamat PH eloszlasu (7,7, és a \| =
—aT 1. A kiszolgalasi id6k eloszlasa p paramétert exponencialis (szerverenként), és N darab
kiszolgaloegységiink van. Azt feltételezhetjiik, hogy a rendszerben egyidejtileg maximum K +
N, K > 0 igény tartozkodhat.

A sorunk egy QBD folyamat az E = {(i,7), ¢ > 0,1 < j < m} allapottérrel végtelen, és
E={(i,7),0 <i < K+ N,1 < j <m} allapottérrel véges esetben, ahol jel6lje i a rendszerben
talalhato igények szamat, és legyen j a beérkezés folyamat fazisa, () pedig a generatormatrix.
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Végtelen esetben:

[T  T°A°

pwl T —pul  TPA°
2ul T —2ul T°A°
" R (109)

epl T —cpl  TPA°
cul T —cul

A és alapjan a ) generdtormatrixot tébb modon is jelolik az irodalomban. A Dy vagy
T blokkok, illetve a dy és T° megegyeznek. Véges esetben:

[T T°A°
ul T —pul  TPA°
oul T —2ul T°A°

Q= (110)
epl T —cul  TPA°
| cpl T —cul ||
ahol a Q az K + N X m méret.
A kvazi sziiletési folyamat akkor és és csakis akkor pozitiv visszatérd (rekurrens), ha
Ny > a(T°A)1 = aT° = \[*
és
(T +T°A°)1 =0
( ) (111)

m1=1

Ez egyébként a G/PH /N sorbanallasi rendszerek egyesniilyi feltételével egyezik meg. A véges al-
lapotterd PH/M /N rendszer allandésult allapotainak egyenletei (amikor a kiilonb6z6 allapotok
ismétlgdésének valoszintisége allandd marad):

7TOT -+ U = 0
7TZ'_1TOAO + 7TZ(T - Z[,L]) + (l + 1)[L7Ti+1 = O, 1 S 1 S (N - 1)
i1 T°A° +7(T — Npl) +npmipy =0, N<i < K+ N —1

’/TK+N,1TOAO + 7TK+N<T + T°A° — N,u[) = O, és
K+N

Z 7Ti]. =1
1=0

(112)
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Az A° = (1 — apy1) Hdiag(ag, - - o).

6.5. PH/PH/1

A PH/PH/1 [, ¢3.7] rendszerben a diszkrét idejid PH, (m + 1) allapota Markov-lanc felirhato
a kovetkezg formaban:

P =

//////

fel az (o, T') forméban, a K-t pedig a (5, S) formaban. Az érkezési folyamat atalag jelolje A,
a kiszolgalasi id6k atlagat pedig p). A PH/PH/1-et QBD-folyamatként vizsgaljuk:

E={(0,5),1<j<m}uU{(i,jk), i>1,1<j<m1<k<v}

Az i a rendszerben 1évG igények szama, a j az érkezési fazisfolyamat fazisa, a k a szerverek

szama. A generatormatrix:

T T°A°R®f

I® SO Ay Ay

Q= Ay Ay Ay - (113)
Ay Ay
és

Ag=T°A° @I
A =TRI+I®S
Ay, =T® S°B°.

Az A=Ay + A+ Asr-alapjan (A=  An):
A=(T+T°A)@T+1®(S+S"BY),

aminek van egy 7 ® ¢ stacionarius kezdeti valoszniiségvektora (A 7 a (T + T°A°), a ¢ pedig a
(S + S°BY) kezdeti valésziniségvektora).
A rendszer akkor stabil hogy ha a beérkezési id6kozok atlaga nagyobb, mint a kiszolgélasi idk
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atlaga, azaz \| > p. Ebbgl:

1 [e]
N TT° = (m® ¢)Ag(I @ I)
11 (114)
L e = re o)),
Hy
A alapjan az R matrix a
RI®SBY+RIQI+I®8)+T°A®I1=0 (115)
megoldasa. A @) generatormétrixhoz tartozé z valdszintiségvektor felirhato
z=[20,21, 2R, 21 R?, .. .] (116)

A z; mérete m, a zo mérete my. A zj-et és z-6t az alabbi egyenletekbdl kapjuk meg (kihasz-

naljuk, hogy a @) oszlopainak Gsszege 0):

20T +2(i®85°) =0
20(T°A°RB)+21(TRI+I®S+R(I®S°B%)=0 (117)
ze+ (I —R)le=1
Ha 20T° = z1(e ® S°), akkor
20(T°A° ® B) = (20T°) (e ®@ ) = 21(A”° ® S°B°) (118)

ahol T°a =T°A°, és 1a = A°°.

6.6. PH/PH/N

A PH/PH/N [T, ¢3] rendszerben legyen az érkezési folyamat a 7' = (a, T'), a kiszolgalasi idék
folyamata pedig S = (3, S). A kezdeti eloszlasvektorok sorra: o = [0|a”] és 8 = [0|87]. Tegyiik
fel, hogy mindkét folyamat irreducibilis. Az érkezési folyamat generdtormatrixa a alapjan:

T AT
oT roQ
= , 119
Q [ o ] (19
és ugyanigy a kiszolgélasi folyamat generatormatrixa pedig
s NS
0S 7 Q
= _ 120
Q [0 ! ] (120)
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Minden pillanatban, amikor beérkezik egy 1j igény a rendszerbe, tegyiik fel, hogy elindul egy
tjabb és tjabb Markov-lanc, ami végigfut az Oszes allapotan, amig el nem jut a sajat elnyels
allapotaba. Az érkezési folyamatot tekintsiik egy ilyen Markov-lancnak. Ezt jeliiljiik Q7-vel.
A feldolgozési folyamatot képzeljiik el hasonléan és ezt a markov lancot pedig jeliiljiik Q°-sel,
és ha éppen nulla igényt dolgozunk fel, akkor a feldolgzési folyamat fazisa legyen 0. A két
Markov lancot a (a”', QT) illetve a (a®, Q°) alakban frjuk fel. A rendszerallapotot (NN + 2)-essel
jellemezziik:

(n,J, 015 -5 i), (121)
ahol n igény van a rendszerben, amelyek vagy varakoznak, vagy éppen kiszolgélas alatt vannak,
az érkezési folyamat a j fazisban van, és végiil az [. kiszolgaloegység (I = 1,2,...,N) az i,
fazisban van. Az S allapottertd PH/PH/N folyamat generatormétrixa legyen

By C
Al Bl C(1
_ | : 199
Q Ac—l Bc—l Cc—l ( )
A. B, C.
I A B C--]

Az A,, B,,C, blokkméatrixok az az atmenetek arénya az S,,S,_1,S,+1 allapotokban. Az
A, B, C részmétrixok is az atmenetek arédnyai, A az n > (N + 1), B,C az n > N esetben
(az N a kiszolgéloegységek szama a PH/PH/N formulabol).

A=0"a (%)@ - (r°a”)
B=Q"eQ%® - -©Q° (123)
C=0"a")a0°®... 0%

Az A, B, C egyenleteiben a kronecker dsszegeket (@) (N + 1)-szer kell elvégezni. A 07 és a 0°
nullakat tartalmazo (zéro) négyzetes matrixok, a rendjiik a Q%7 és a Q% -nek megfelels. A
alapjan a PH/PH/N folyamat kezdeti valoszintiségvektora, 7, akkor a mér ismert

Q) =0

124
1=1 ( )

A pi = (n,j,i1,...,iy) az egy oszlopvektor az S, éllapotokhoz téarsitva. Ha a @ pozitiv
rekurrens, a m,,n > N esetén
T =7mnR" N, n >N (125)
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akkor az R a minimalis nemnegativ megoldasa a
RPA+RB+C =0 (126)
egyenletnek.

6.6.1. Teljesitménymutatok, feldolgozoegységek allapotai

5, c2,Pagel98| A stabilitas feltétele, a szokasos: a beérkezéseknél (3) nagyobb intenzitéssal

torténjen a kiszolgalas (ﬁ), azaz

A
-2 12
P= N < (127)

A rendszerallapotot egy (N + 2) méreti egységekbe lehet leirni:
S = (k,ig, i1, ..., ix) (128)

amikor k darab igény van a rendszerben, az érkezési folyamat az iy allapotban van, és az N-bdl
a j-ik kiszolgalo egység a i; fazisban van. Az egyszertség kedvéért ezt jeloljiik (k,i)-vel. Az ¢
allapotokat a k igények mellett irjuk fel az L, alakban. A legkevesebb, mint k igény esetében

az allapotok halmaza Ny, = |J L,. Definialjuk a kovetkezd atmenetet (k,4)-bdl (I, j)-be:
n=~k

Py = PX(E) = (1,4), X (1) € Now, 0 < u < ¢]X(0) = (k, ). (129)
és (k,i), (1, 5) € Nom.

Eszrevétel: ha (k,i) = (I, j)-vel, akkor Plkiyy(0) = 1, kiilonben 0.
Ha (k,1),(l,j) € N1, akkor

Qi () = PX(1) = (1,7)|X(0) = (k,i); X (u) € M,0 S u <) (130)

és akkor annak valoszintsége, hogy a folyamat (k, i) allapotbol ¢ id6 alatt (I, j)-be jut agy, hogy
legalabb egy kiszolgaloegység foglalt:
Pl ()

1
Qi (t) = (131)
(kD) (1.3) > (ab)ens Pliiy(an (t)

Ha pedig azt nézziik hogy (k,7)-bdl ¢ id6 alatt (I, j)-be jutunk ugy, hogy minden (N darab)
kiszolgaloegység foglalt:

N
- Pk,iya.) ()
qg,j) = lim J

(132)
t—00 Z(a,b)eNNpé\];i)(a,b) ()
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6.7. MAP/PH/1

A MAP/PH/1 rendszerben [2, ¢9.1.1] az érkezési- és a kiszolgélasi folyamat hattér markov-
folyamtként jellemezhets, a (N(t), J(t)) QBD folyamaton keresztiik néziink ra a rendszerre.
A kvazi sziiletési-halalozasi folyamat J(t) folyamata egyszerre jelenti az érkezési és a kiszol-
galasi folyamatok fazisfolyamatat. A QBD folyamat fazisfolyamata a két folyamat fazisainak
descartes-szorzata. Az érkezési- és a kiszolgalasi folyamatok fiiggetlen mtikodését leird6 markov-
lancot a kronecker-operéatorral tudjuk kifejezni.

Az érkezési folyamat legyen MAP (Dy, Dy) folyamat, a kiszolgalas pedig PH (7,T") folyamat,

ahol at = —-T1.

DO D1®T
I®t DydT Di®I
Q= ® 0D 1® (133)
I@tT DO@T D1®I

I ® tT D(] @ T D1 ® I
Az ismert A = F' + B + L formulabél

F=Dy®I
B=1I®1tr
és az irregularis rész:
F/:D1®T
L' = D,
B =I®t.

6.8. MAP/PH/N

A MAP/PH/N rendszerre [0] tekintsiink gy, mint egy {r(t),t > 0} sztochasztikus folyamatra,
amelyrél azt gondoljuk, hogy egy irreducibilis folytonos idejd markov-lanc ) generatormaét-
rixszal és {1,..., R} allapottérrel. A [6] alapvetSen egy "retrial" tipust modellrd] értekezik,
ahol ha foglalt kiszolgéaloval talalkozik az igény, akkor egy tigynevezett "orbit" varakozasi sorba
keriil. A modellt megfelel§ atalakitottam, és igy le lehet irni a MAP/PH/N "sima" sort. Az
érkezési folyamat egy MAP folyamat legyen D" = D{ + D7, a kezdeti valoszintiségvektora pe-
dig o”, [1,..., W] allapottérrel. A kiszolgélasi idék PH eloszlastak [1,..., M| allapottérrel, S”
generatormatrixszal és 8 kezdeti valoszintiségvektorral, a kiszolgalasi idSk eloszlasa

B"(r) =1— e 1. (134)
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A rendszert irjuk le egy Q4 kis generatormétrixszal:

[Ago Ao
Ao A Aig
Ag1 Azo Agg
Qa= ) (135)
An-in, Avoin-1 Avan
| ANnN-1 ANN
A Q4 generatormatrix blokkjait a kovetkezSkben érthetjiikk meg:
A @4 diagonalisa "alatti" blokkok:
A1 = diag(ar, as, . . ., an) (136)
az a, blokkok szdmitési modja:
o= (G
_ (gL=i=Li)\g /(L—i—1,)
as = U
2= (G ) (137)

an = (G5 U

ahol i végigfut az egész szamokon N-ig: ¢« =1, ..., N. Az a, blokkokkal kifejezve a @) diagonélisa
"alatti" blokkokat:
A i1 = diag(ar, ag, . . ., an). (138)

Az A, ;_, blokkjait tartalmazé a,-ek kiszamolésdhoz definialnunk kell néhény tovéabbi blokkot.
A kiszolgalasi id6k (S, ) eloszlasaban a matrix geometrikus eloszlasokbdl ismert moédon irjuk
fel Sp-at:

S = 501, (139)

Akkor a [137] ben leirt Gy meghatarozasa:
G5t~ = diag(hyi-i-rv ® (S57)) (140)

ési=41,...,Nhj={l,....,.L—N—-1,L—N},j+1i>0. Az I az egyesekbdl allo matrix,
a dimenzi6ja pedig az indexeiben van: W a MAP-folyamat allapotainak szama, a V = 1. Az
N a kiszolgaloegységek szama, az L az igényeket szolgaltato folyamatok (véges) szama. Az U
blokk a beérkezési MAP folyamat kezdeti eloszlasvektorabdél szarmazik az alabbi modon:

UL = diag(IH77 @ o™ @ Iyap), (141)

ol



ahol az r végigmegy R-ig, ami a kiszolgélasi folyamat § kezdeti valoszintiségvektoranak dimen-
zioja: r = {1,..., R}, az i a szerverek szaméan fut végig: i = {1,..., N}, a j pedig a rendszert
taplalo és a feldolgozo folyamatok kiilonbségén: j = {0,1,...,L—N—1, L— N}, illetve i+j > 0.
A Q)4 generatormatrix A; ;4,1 blokkjait a kovetkezéképpen kell megadni:

A, ;(0)
Api(1) Agi(1)
Api(2) Agi(2
Apier = bl ’:( ) | (142)
Aps(L—=N—=1) Au(L—N—1)
Api(L = N)  Aus(L - N),

Az A,; és Ay, blokkok definicioi:

Agy = D790 gU—i=i=10) 5~ f0 1., L—N—1,L — N}
Apy = AFTIRE==3d) 51 L - N-1,L— N}

J

(143)

Az i végigfut a kiszolgalo egységeken: i = {0,1,..., N —1}. A fenti, tovabbi blokkok definici6i:
A MAP érkezési folyamat (Dg, D;) blokkjai alapjan

D) = diag (DY ew)®E ) @ Iyap) (144)

A [ kiszolgalasi id6 kezdeti valoszintiségvektor alapjan
B9 = diag(Iyy—i—pyap @ BT, r = {1,..., R} (145)

és a a MAP folyamat kezdeti eloszldsvektor alapjan a
AP = diag(al” Iye-isyar),r = {1,..., R} (146)

ési=4{0,1,..., N — 1} valamint j = {0,1,..., L — N —1,L — N}.
Az AO,O blokk:

Ago = diag(DS? + Q0 4 DO 4 N0 4 plE=10)

) (147)
L QU0 A0 +D(()N,O) 4+ QW0 _ A(L]\f?\;)
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A DE=730) = Q ® Iyr—i—jyan, ahol i = {0,1,..., N}y és j ={0,1,..., L — N —1,L — N}.

Mar csak a ()4 diagonalisa hidnyzik:

S(N,0) T(N,0)
S(N,1) T(N,1)

Ann =

S(N,L— N)

A diagonalishoz definialjuk az alabbi blokkokat:
S(N, J) = g(L—N—j,M) + D(()L—N—j,N) + Q(L—N—j,N)
ahola j={0,1,...,.L—-N—-1,L — N} és
T(N,J) =D NN
ésaj=40,1,...,L — N —1}.
6.8.1. Teljesitménymutatok, feldolgozoegységek allapotai
A [6l, ¢5] alapjan Q4 generatormatrix alapjan felirhaté a stacionarius eloszlas:

HT = HT+1AT+1,T(_C;1)) 0 S r S (N - ]-)
HNCN == 0

A képletben szerepls C a Q4 blokkjai alapjan:

CO = AO,O
Cn = An,n + An,nfl(_c_l )Anfl,na 1<n< N

n—1

S(N,L—N—1) T(N,L—-N—1)

(148)

(149)

(150)

(151)

(152)

Legyen P(i,j) annak valoszintisége, hogy i darab kiszolgaloegység foglalt, és j igény varakozik.

Akkor
P(i,5) = Wi€gw v arij1, Rw -0 v ari(j41)]

Ebbdl kévetkeznek:
Annak valoszintsége, hogy i foglalt kiszolgaloegység van:
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Annak valdszintsége, hogy j igény varakozik:

N N
P(j) = Z P(i,j) = Z Hz‘e[RW(VMijJrl,RW(L*i*J’)VMi(jJrl)] (155)
i=0 i=0

ahol j ={0,1,...,L— N—1,L — N}.
Az éppen foglalt szerverek atlagos szama:

N
Ly=>) rlle. (156)
r=1
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7. Esettanulmany

A bevezetében leirtak szerint a PH/PH/N és MAP/PH/N modellekkel hasonlitom &ssze az
eredeti I'T rendszer adatait. Mindketté modellben rogzitett, N-szamu feldolgozé egység felté-
telezett. Az IT rendszerben ténylegesen N = 40 kiszolgéloegység van, de a mért adatokban az
latszik, hogy sosem éri el ezt a szdmot. Ennek tobb oka is van:

e Akkor keriilhet a (sorbanéllasi) rendszerbe egy igény, ha minden elzménye megvan (azaz
minden el6zmény job ki lett szolgalva a rendszerben),

e Es ha az IT rendszernem van elegendé CPU, memoria és disk erdforrasa, hogy 1j igény
feldolgozésaba kezdjen.

Vagyis a PH/PH/M modell esetében PH/PH/M(t)-r6l beszélhetiink, fizikailag ugyanakkor 1é-
tezik az N feldolgozoegység fizikai korlat. Ennek tiikrében nézziik meg a feldolgozd egységek
igénybevételének eloszlasat, pontosabban az empirikus kumulalt eloszlasfiiggvényét (ECDF):

A kiszolgaloegységek foglaltsag ECDF
| I— —T

4. abra. Kiszolgalo egységek foglaltsdga, ECDF

. Az ../../N modellek rogzitett szamu kiszolgalot feltételez, az I'T rendszerben ez dinamu-
kusan valtozik. Azt a megkozelitést valasztom, hogy

e a modelljeimben N := E[J(t)], vagyis a kiszolgalo egységek szaméanak varhato értékén
rogzitem az N-t, igy készitek szimulaciokat,

e vagy pedig nem az N-et rogzitem , hanem vagy a varakozasi eloszlasat és a J(t)-t vizsgé-
lom.
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A fenti modelleket dsszevetve kaphatok képet arrol, hogy az adott (PH/PH/N, vagy MAP /PH/N)
modellemmel sikeresen tudom-e modellezni az eredeti IT-rendszer lefutasat. Az egyes esetek
vizsgalatahoz felhasznalom a szabadon elérheté http://webspn.hit.bme.hu/"telek/tools/
butools/ csomagot. A csomag lehetévé teszi egyebek kozott PH és MAP eloszlasok vizsgalatat,
mind Python, mind MATLAB kornyezetben. A fejezetben a kévetkezSkben felsorolt modelleket
vizsgalom gy, hogy

e veszem az Adattarhaz érkezési- és feldolgozasi sorait,

e majd az akutélisan vizsgalt modell érkezési- és varakozasi sorainak eloszlasai alapjan

generalok egy hasonlé méreti mintéat,
e a vizsgalt modell tipusa szerint szimulédlok egy 1j folyamatot, és

e a szimulalt folyamatot Osszevetem a mért Adattarhaz adatokkal, igy validdlom az éppen

vizsgalt modell alkalmassagat az Adattarhéz rendszer modellezésére.
A vizsgalat soran a koévetkezd, a bevezetében mar megfogalmazott kérdéseket teszem fel:
e Milyen a feldolgozoegységek allapota (hogyan kell méreteznem a fizikai rendszert)

e Mennyi id6 alatt fut le az I'T-rendszer.

7.1. Vizsgalat PH/PH /N rendszerben

A beérkezési sort elGszér PH eloszléssal kozelitem. A kozelités sordn 6 Erlang-eloszlas konvo-

c stz

beérkezési folyamat generatormétrixa:

[—0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 —0.01 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 —0.07 0.00 000 0.00
0.00 0.00 0.00 —0.07 0.0 0.00
0.00 0.00 0.00 000 -1.16 1.16
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 -1.16

ami a [62] alapjan hiperexponencidlis, és a hozzé tartozo kezdeti eloszlasvektor:

T4 = |0.01 0.06 0.04 0.07 0.82 0.00].
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A kiszolgélasi id6k eloszlasanak generdtormatrixa, hasonlé paraméterekkel:

[—0.50 0.00 0.00 000 0.00 0.00
0.00 —250 250 0.00 0.00 0.00
0.00  0.00 —250 250 0.0 0.00

QB = 5 (157)

0.00  0.00 000 =250 250 0.00
0.00  0.00 0.00 0.00 —250 2.50

| 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 —=2.50

és a kiszolgalasi PH-folyamathoz tartozo kezdeti eloszlasvektor, ami a [63] alapjan a Coxian
eloszlés.

mp = (0.01 0.06 0.04 0.07 0.82 0.00}.

7.1.1. Rogzitett varakozasi id6 eloszlas mellett a feldolgozdegységek vizsgalata

A fenti Fi = (ma,Q) és Fp = (m5,Qp) PH eloszlasok alapjan a butools-al generalok egy 1j
érkezési és kiszolgélasi sort. A varakozasi id6k a mért adatok eloszlasa szerint szintén generaltal.
A IT rendszerben Az Adattarhazban az egyes igények a [1.1] strukturaban talalhatok.

Az Adattarhazban a varakozasi id6k eloszlasa, és annak kozelitése PH eloszlassal:

A varakozasi idé ECDF
1 I E— — — T T T T =

5. abra. Varakozas eloszlasfiiggvénye

A rendszerben a kiszolgélo egységek foglaltsagainak, J(t)-nek az eloszlasa Osszehasonlitva

egy kisebb méretd, szimulalt mintaval:
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Kiszolgalo egységek

1 L—

6. abra. Kiszolgalo egységek foglaltsaga, ECDF

. A lefutasok eloszlasa

Lefutasi idék eloszlasa

7. abra. Rendszer lefutéasi id6k eloszlasa

ami F[T] = 49901 varhato értékd, D(x) = 20691 szérast normaélis eloszlas. Ez az érték nem
szamit jonak, csupan 75% pontossaggal koveti az eredeti rendszeradatokat.

7.1.2. Rogzitett feldolgozboegységek melletti vizsgalat

Az N = E(J(t)), ahol legyen J(t) a t id6pillanatban hasznalt feldolgozdk szama, és akkor N da-
rab, régzitett szamu kiszolgaloegységgel végeztem ezt a szimulaciot. Igy a tényleges PH/PH/N
modellt tudom vizsgalni. A szimulacié lefuttatédsa utdn a kapott varakozasi idék eloszlasa:
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4 Varakozasi idok eloszlasa
T T

mert
szimulalt fix szerverrel

0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 45
10"

8. abra. Varakozasi id6k eloszlasa

A rogzitett szamu szerveres modell futtatasa utan az latszik, hogy a varakozasi idsk
eloszldsa nem koveti jol az eredeti, mért adatokat. A szimulalt lefutési id6k eloszlasa

4 Lefutdsi idSk eloszlasa
T T T T

4 2 0 2 4 6 8 10 12 14
x10*

9. 4bra. Lefutési id6k eloszlasa

. ami egy E[X] = 49709.375) varhato értékd, D(X) = 22239.479 szorasu normélis eloszlasi
v.v.. Ez szintén nem pontos kozelitése az eredeti adatoknak.
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7.2. Vizsgalat MAP/PH/N rendszerben

A butools-al a beérkezési folyamatot a kovetkezdd paraméterd (Dg, D) MAP folyamattal lehet

kozeliteni: ~ _
~0.00 0.00 0.00 000 0.00 0.00
0.00 —0.03 0.00 0.00 0.00 0.00
p,_ | 000 000 -039 000 000 000
0.00  0.00 0.00 —-0.63 0.00 0.00
0.00 0.0 0.00 000 —063 0.00
0.00  0.00 0.00 000 000 —0.63
, és
[0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00]
0.00 0.02 0.01 0.00 0.00 0.00
p, _ |0:01 006 032 000 0.00 0.00

0.00 0.00 0.01 0.16 0.21 0.25
0.00 0.00 0.01 0.16 0.21 0.25
10.00 0.00 0.01 0.16 0.21 0.25]

;;;;;

lefutasi ideje Tiejes = 36600 mésodperc.

7.2.1. Rogzitett varakozasi id6 eloszlas mellett a feldolgozdegységek vizsgalata

Kiszolgalé egységek foglaltsaga ECDF
e

10. abra. Feldolgozoegysége kihasznaltsaganak eloszlasfiiggvénye

A szimulacioval generalt rendszer lefutési idsk varhato értéke E[Tsimun] = 35396, azaz a
szimulacio P(Tszim < Tiejes) = 0.9671 valoszintséggel koveti az éles IT rendszer lefutasait. A
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szimulalt lefutasok eloszlasa

Lefutasi idok eloszlasa
T

o e I I I I
2 25 3 35 4 45 5

11. 4bra. Rendszer lefutési idsk eloszlasa

ami egy F[X] = 35396 varhato értékd, D(X) = 4447.7957 szoérasu normal eloszlas. Ez az
adat 96%-o0s pontossagot jelent.

7.2.2. Rogzitett feldolgozboegységek melletti vizsgalat

4 Lefutasi iddk eloszlasa
T T T — I

<10¢

12. 4bra. Rendszer lefutési idsk eloszlasa

ami egy E[X]| = 36369 varhato értéki, D(X) = 4382.11 szorast normal eloszlas, ami ez esetben
99%-o0s (1) pontossagot jelent.
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7.3. Tovabbi vizsgalati lehet6ségek

A PH/PH/M(t) / MAP/PH/M(t) sorbanallasi rendszerek tovabbi vizsgalataban a "server can
take vacation" [10] modell irdnyaban indulnék el. A modell szerint egy kiszolgald egység "va-
kiciora mehet", azaz dtmenetileg kiesik, és helyette, &tmeneti id6re egy tartalék szerver probal
"beallni". Az ilyen, a példaban egyszerveres rendszer allapotat a kivetkezs idGsorokkal tudjuk

lefrni:
e N(t) at id6pillanatban a rendszerben 1évé igények szama,
e Ji(t) a szerver statusza,
o Jy(t) a kiszolgalas fazisa,
e J3(t) pedig a beérkezési sor fazisa.
A Ji(t) értékei a kovetkezdk lehetnek:
e Ji(t) =0, amennyiben a szerver foglalt,
e Ji(t) =1 abban az esetben, hogy ha a szerver "vakiciéra ment"
e Ji(t) = 2) pedig akkor, ha a szerver javitas alatt all.

Ezt a modellt tgy lehet hasznélni az IT rendszer modellezésére, hogy a szerver kiesésre nem
elromlasként tekintek, hogy egy szerver elromlik, hanem hogy koltséget rendelek az egyes igé-
nyekhez, és azzal szamolok, hogy az N szerver egy id6ben csak bizonyos 0Osszkoltséget tud
kiszolgélni.

Ehhez a be kell vezetni egy C(J(t), N(t)) (az J(t) legyen a kiszolgalas fazisa a t idGpillanatban)
koltségfiiggvényt, ami megmutatja, hogy a t idépillanatban, a rendszerben kiszolgalés alatt &llo
N(t) igénynek milyen koltsége van, és ez hogy viszonyul a Cyay egyidében maximalisan kiszol-
galhato koltséghez.

Numerikusan ezt a fenti |7.1.1] rogzitett varakozasi id6k mellett vizsgélt modellel is el tudom
végezni. A rendszer pontos vizsgalatahoz azonban le kell irni a rendszert leird, folytonos ideji
{N(t), Ji(t), J2(t), J3(t)} modell @ generatormatrixat és 7 kezdeti valoszintiségvektorat, illetve
ugyanezt a tobbszerveres modellre.
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8. Osszefoglalas

A dolgozatomban egy 1étez6 banki informatikai rendszer, az Adattarhaz miikodését vizsgaltam
sztochasztikus modszerekkel. A Banki {izemidd induléasaig, azaz a fiokhalozat nyitasaig, els kell
allitani az aznapi értékesitéshez sziikséges adatokat, illetve a Magyar Nemzeti Bank iranyaba
hataridére el kell kiildeni az el6z6 napi kotelezs jelentéseket, ezért kritikus és folyamatosan
jelenlévs kérdés az, hogy mennyi id§ alatt fut le a rendszerben 1év§ feldolgozasi folyamat. Ezzel
egylitt az is allando kérdés - és ez minden banki program kapcsan igaz -, hogy hogyan érdemes
méretezniink a rendszerhez sziikséges eréforrasokat (CPU-kat).

A rendszer vizsgalata soran ezért azokra a kérdésekre kerestem a vélaszt, hogy milyen modellel
tudom megmondani azt, hogy az mennyi id§ alatt fut le, és a rendszer alatt 1évS infrastruktarat
(fel dolgozo egységek) hogyan méretezziik. A rendszer lefutasanak vizsgalatahoz a sorbanallas
elméletet hasznaltam, azon beliil a PH/PH/N és MAP/PH/N tipust sorbanallasi modelleket.
A dolgozatban bemutattam a modelleket, majd az Adattarhaz rendszerbdl kinyert, mért tény-
adatok alapjan szimulaciot végeztem. A kezdeti kérdésekre, miszerint megbecsiilhets-e, hogy
mennyi id6 alatt fut le az Adattarhaz rendszer, milyen feldolgozdegység igényei vannak, azt a
valaszt kaptam, hogy a kérdésekre a modelljeimen alapuld szimulaciok kielégits valaszt adnak,
és a MAP/PH/N modell pontosabb. Osszességében, a dolgozatban a sorelmélet egy modelljét
egy gyakorlati alkalmazésban probaltam ki, és ez a kisérlet kedvezd eredményt adott.

A vizsgalat soran felmeriilt, hogy a jovében a [PH/MAP|/PH/N modellemet ki lehet egésziteni
[PH/MAP|/PH/N(t) modellre, ahol az N(t) a t id6ben valtozo a feldolgozoegységek szama,
amely fiigg a rendszerben éppen kiszolgalas alatt 1évs igények "sulyatol".
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9. Summary

I examined the operation of an existing banking IT system, the Data Warehouse, with stochastic
methods in my diploma thesis. Until the start of the Bank’s operating hours, i.e. the branch
network is opened,, the data required for the same day sales must be generated, and the previous
day’s mandatory reports must be sent to the Magyar Nemzeti Bank by deadline, therefore a
critical and ongoing question is how long the processing process in the system takes. However,
the constant question - and this is true of all banking programs - is how to scale the resources
(CPUs) needed for the system. When examining the system, I therefore looked for answers
to the questions of what model I can use to tell how long it will run and how to scale the
infrastructure (processing units) under the system. I used the queuing theory to examine the
operation of the system, including the PH/PH /N and MAP/PH/N queuing models. In the
thesis I presented the models, then I performed a simulation based on the measured factual data
extracted from the Data Warehouse system. To the initial questions about how long it takes
to estimate how long the Data Warehouse system runs, what processing unit needs it was, the
simulations based on my models provide satisfactory answers, and the MAP / PH / N model is
more accurate. Overall in the thesis I tested a model of row theory in a practical application,
and this experiment yielded favorable results. The study suggested that in the future my
[PH/MAP|/PH/N model could be supplemented with a [PH/MAP|/PH/N(t) model, where
N(t) is t the number of processing units varies over time, depending on the "weight" of needs

currently being served in the system.
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