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1 Summary 

Recently, mechanical metastructures and metamaterials have been developed for suppression 

or elimination of vibration. Metamaterials and metastructures are artificially composed 

systems containing a basic mass in which small masses are added. The added masses have the 

role of vibration absorbers. Opposed to the conventional materials, the metastructure 

absorbers are integrated into the basic material. Metastructures are modeled as complex 

systems of mass-in-mass units, where properties of the added mass-spring unit satisfy the 

condition for dynamic absorber of the basic mass.  

Various types of metastructures have been already developed, and I have also created a new 

one: the ‘wallpaper’-like metastructure of which the basic structure consists of one main mass 

and four attached masses in parallel. The vibration of the system is caused by an external 

excitation force, which acts on the basic structure. The physical and mathematical model of 

this translational model is developed, and it is solved by rotating vector method.  

Based on the principle of the ‘wallpaper’-like metastructure, but keeping the practical needs 

of measuring in mind, the translational model is changed into the cantilever beam model. The 

cantilever-mass mechanism for vibration suppression is physically modelled as a system of 

beams clamped at one end with concentrated masses on the other end, which are attached to 

the primary structure. Solving the mathematical model, the amplitude-frequency vibration 

property of the system is obtained and compared with the measured values. The measured 

parameters are introduced by the application of a newly developed, so-called, ‘elastic support 

method’. 

The vibration suppression of the theoretical translation model is compared with the practical 

cantilever model. It is concluded that the effect of the suggested mechanism is in good 

agreement with that of the metastructure for vibration suppression. The resonances of the two 

models are matched with the results of Inventor Finite Element Analysis, too. Differences in 

results are negligible. 

At the end, an example is introduced by numerical calculations for the amplitude-frequency 

diagram for various damping values in the translational model. It is found that the amplitudes 

of vibration have the strong tendency of decrease (in a certain excitation frequency range) as 

the damping values slightly increase. 
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2 A kutatás előzményei 

A rezgések sok gondot okoznak az emberi szervezetnek és a műszaki alkotásoknak egyaránt. 

A párhuzamosan csatolt rugó-tömeg rendszerrel történő rezgéscsillapítást először Den Hartog 

írta le dinamikus rezgéscsillapítóként a XX. század elején, ahol a főtömeg saját 

frekvenciájának elhangolása volt a cél, az invariáns pontok optimalizálása mellett. A 

dinamikus rezgéscsillapítással manapság több területen is találkozhatunk: a hidak, 

toronyházak esetében éppúgy, mint a mosógépeknél vagy az optikai lemez meghajtóknál.  

A rezgéscsökkentési kutatások közül kiemelkedett az elmúlt húsz évben a metaanyagok 

kutatása, ahol az anyag elsődleges tulajdonságait annak belső szerkezete szolgáltatja.  A 

metaanyagok közül az akusztikus metaanyagok alkalmasak az általam megcélzott 1000 Hz 

alatti frekvencia tartományban létrejövő rezgések mérséklésére, célszerűen megtervezett 

kialakításuknak köszönhetően. Ezek közül is a „tömeg-a-tömegben” rendszer került előtérbe, 

ahol az általam kitalált „Tapéta”-jellegű akusztikus metaanyag rezgéscsillapító 

tulajdonságainak vizsgálata folyik. Ez a metaanyag struktúra a fononikus kristályokra 

jellemző leginkább, amelyek szóró és/vagy rezonáló alegységeket tartalmaznak szabályos 

elrendezésben a hordozó anyagban. Ezek az alegységek tipikusan eltérő akusztikus 

impedanciával rendelkeznek a hordozó anyaghoz képest. Legfőbb jellemzőjük azok a 

frekvenciasáv-rések (band-gap regions), ahol a rezgések terjedése gátolt a szóró és rezonáló 

alegységek kombinációjának köszönhetően. Számos 2D és 3D megoldás született már, ezeket 

legutóbb Lucklum és Vellekop gyűjtötte össze és rendszerezte. 

 

3 Célkitűzések 

 „Tapéta”-jellegű akusztikus metaanyag leírása transzlációs és hajlított tartós n-

szabadságfokú, gerjesztett, csillapított vibrációs mechanikai és matematikai modellekkel, ahol 

a fő tömeghez n-1 darab párhuzamosan csatolt tömeg tartozik. A modellek vizsgálatának célja 

olyan, a gyakorlatban is alkalmazható, tömeg-a-tömegben elrendezésű akusztikus metaanyag 

fizikai tulajdonságait leíró paramétereinek meghatározása, amellyel alkalmassá válik a fő 

tömeget érő gerjesztés hatásának jelentős csökkentésére, egyes speciális esetekben 

megszüntetésére. A modell lehetővé teszi a metaanyag paramétereinek célszerű beállításával a 

rezgéscsökkentés hatékony megvalósítását a kívánt gerjesztési frekvencia tartományban. 
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A téma kutatásának hipotézisei: 

- A rezgés amplitúdójának csökkenése érhető el célszerűen megtervezett, párhuzamosan 

csatolt tömegekkel („Tapéta”-jellegű akusztikus metastruktúra) a csatolmányok saját 

frekvenciái körüli frekvencia-tartományban.  

- Amennyiben a főtömeget érő külső gerjesztés frekvenciája valamelyik párhuzamosan 

csatolt tömeg saját frekvenciájának közelébe ér, a csatolt tömeg (rezonanciája folytán) 

átveszi a főtömegtől a mozgási energiát és lelassítja azt. 

- A többi párhuzamosan csatolt tömeg nem befolyásolja ezt a jelenséget (amennyiben 

kellő távolságot biztosítunk a csatolt tömegek saját frekvenciái között), így adott 

gerjesztési frekvencián csak egy csatolt tömeg fog rezonálni. 

- A csatolt tömegek rugóinak nem-lineáris rugókarakterisztikái esetén a lineáris 

rugókarakterisztikákhoz képest szélesebb megállító sáv adódik. 

 

4 Vizsgálati módszerek 

- Irodalomkutatás 

- Elméleti módszerek: 

o Mechanikai modellek felállítása és matematikai leírása. 

o Főtömeg rezgési amplitúdójának számítása a gerjesztési frekvencia 

függvényében analitikus és numerikus megoldással, valamint végeselem 

analízissel. 

- Gyakorlati módszerek: 

o Hajlított tartós modell kidolgozása a mérés gyakorlati megvalósíthatósága 

érdekében.  

o Előzetes számítások alapján 3D szilárdtest modell készítése, majd az abból 

nyert fizikai adatok (tömeg, méret, stb.) alapján a rendszer előállítása, a 

sajátfrekvenciák kimérése.  
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5 Új tudományos eredmények 

Az új tudományos eredményeimet az alábbi négy tézisben foglaltam össze: 

I. tézis Kiterjesztettem a forgó vektorokkal leírt rezgések körét az n szabadságfokú, 

gerjesztett, csillapított, transzlációs mozgású, lineáris karakterisztikájú rezgő 

rendszerre, ahol a gerjesztett főtömeghez n-1 darab párhuzamosan csatolt 

gerjesztetlen tömeg kapcsolódik. 

   

1. ábra Az n szabadságfokú, gerjesztett, csillapított, transzlációs mozgású, lineáris 

karakterisztikájú rezgő rendszer modellje 

 

2. ábra A főtömegre (𝑚1) ható erők D’Alembert szerint, n-1 csatolt tömeg esetén 

Az n-számú, másodrendű differenciál-egyenletből álló egyenletrendszert 

analitikusan megoldottam a főtömeg amplitúdóját kifejezve, a csatolt 

tömegeknek a főtömeg elmozdulásához képest létrejövő fáziskéséseivel és egy 
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újonnan bevezetett amplitúdó aránnyal (Gi1), a csillapítások és a gerjesztési 

frekvencia függvényében: 

 𝐴1 =
𝐹0

√( 𝑠1−𝑚1𝜔𝑔
2−∑ 𝑚𝑖

𝑛
𝑖=2 𝐺𝑖1𝜔𝑔

2𝑐𝑜𝑠𝜑𝑖)2+(𝑘1𝜔𝑔+∑ 𝑚𝑖
𝑛
𝑖=2 𝐺𝑖1𝜔𝑔

2 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑖)2
    

ahol: 

𝐺𝑖1 = √
(2𝐷𝑖𝜔𝑔𝜔𝑖

−1)
2

+1

(1−𝜔𝑔
2𝜔𝑖

−2)
2

+(2𝐷𝑖𝜔𝑔𝜔𝑖
−1)

2 ,     𝜑𝑖 = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔
𝜔𝑔𝜔𝑖

−1

(2𝐷𝑖)−1(𝜔𝑔𝜔𝑖
−1)

−2
 − (2𝐷𝑖)−1 +2𝐷𝑖

 ,  

             𝐷𝑖 =
𝑘𝑖

2𝑚𝑖𝜔𝑖
 ,     𝜔𝑖 = √

𝑠𝑖

𝑚𝑖
 

[P1 - P9. publikációk] 

 

II. tézis Új eljárást dolgoztam ki a rugalmas befogás rugómerevségének meghatározására 

hajlított tartós modell esetében, ami az egy szabadságfokú rendszer mérési 

eredményeiből indul ki. 

 

3. ábra A rugalmas befogás elméleti modellje 

𝑐𝐵𝑒𝑓 =
1

(2𝜋𝑓𝑚é𝑟𝑡𝑙)2𝑚𝑟𝑒𝑑
−

𝑙

3𝐼𝐸
 

ahol a rugó redukált tömegének számítása során a rúd (mint rugó) tömegét az m1 

tömeg pozíciójába redukáltam. 

 

4. ábra A rugó tömegének redukálása az m1 tömeg pozíciójába 
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𝑚𝑟𝑒𝑑 =
33

140
𝑚𝑟1 + 𝑚𝑟2

3(𝑎 + 𝑏2)2 + 𝑎2

4𝑎2
 

Az így meghatározott befogási rugómerevséggel az n szabadságfokú hajlított tartós 

modell (i=2..n párhuzamosan csatolt tömeggel) rugóállandó mátrixának (C) elemeit a 

következőképpen írtam fel: 

c11 = cBefa
2 +

a3

3 I1E
  

c1i = ci1 = cBef(a2 + abi) +
a2(2a+3bi)

6 I1E
,   (i = 2 … n)  

cii = cBef(a + bi)
2 +

a(a2+3abi+3bi
2)

3 I1E
+

bi
3

3 IiE
,   (i = 2 … n)  

cij = cji = cBef[a2 + a(bi + bj) + bibj] +
a[2a2+3a(bi+bj)+6bibj]

6 I1E
, (i, j = 2 … n, i ≠ j)  

[P1., P3., P8. publikáció] 

 

III. tézis Eljárást dolgoztam ki a transzlációs és a hajlított tartós modellek 

mozgásjellemzőinek összehasonlítására, a rezonancia frekvenciák és a főtömeget 

megállító frekvenciák összevetésével.  

Az eljárás lépései a következők: 

1. Első lépésben megalkottam az AutoCAD Inventor segítségével az előzetes 

számításoknak fizikailag is megfelelő 3D szilárdtest modellt.  

2. A 3D modellből meghatároztam az mi (i=1..5) koncentrált tömegeket ρ=7850 

kg/m
3
 sűrűséggel. A rugók tömegét a többi tömeghez képest elhanyagolható 

szinten [5], a koncentrált tömegekhez viszonyítva 10%-os érték alatt tartottam a 

3D modell megalkotásánál. Erre azért volt szükség, mert a hajlított tartós modellel 

szemben a transzlációs modellnél nincs lehetőség a rugók tömegének 

beszámítására. 

3. A 3D modell geometriai adataiból kiszámítottam a hajlított tartós modell hajlítási 

ellenállási értékeit, E=210 GPa rugalmassági modulusszal. 

4. A vonatkozó képleteknek megfelelően kiszámoltam a hajlított tartós modell 

rugóállandó mátrixának elemeit, majd azok alapján a transzlációs modell 

rugómerevségeit. 

5. A befogási rugómerevséget és a csillapításokat szintén elhanyagoltam a két 

modell azonos szintű beállítása céljából. (Befogási rugómerevség a transzlációs 
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modellben nincs, csillapítás a hajlított tartós modellben került korábban 

elhanyagolásra.) 

6. A transzlációs (t indexű) modell A1t amplitúdója a gerjesztési körfrekvencia 

függvényében a korábban tárgyalt módon került meghatározásra. Az 

eredményeket egy adott, de nem részletezett példán az 5. ábra mutatja be. Piros 

folytonos vonallal látható a csatolt tömegekkel ellátott főtömeg amplitúdója, 

szaggatott kék vonal jelöli a csatolt tömegek nélküli amplitúdót. 

 

5. ábra 5-DoF (folytonos vonal) és 1-DoF (csatolt tömegek nélküli) (szaggatott vonal) 

transzlációs modell amplitúdói a gerjesztési frekvencia függvényében 

7. A Cramer szabály és a vonatkozó egyenletek felhasználásával kiszámítottam a 

rugóállandó mátrix értékeit, majd a hajlított tartós (m indexű) modell főtömegének 

A1m amplitúdóját az adott ωg gerjesztési körfrekvencián a következők szerint: 

𝐴1𝑚 =

|

|

𝐹0 0 0 0 0

0 𝐶22
−1 − 𝑚2𝜔𝑔

2 𝐶23
−1 𝐶24

−1 𝐶25
−1

0 𝐶32
−1 𝐶33

−1 − 𝑚3𝜔𝑔
2 𝐶34

−1 𝐶35
−1

0 𝐶42
−1 𝐶43

−1 𝐶44
−1 − 𝑚4𝜔𝑔

2 𝐶45
−1

0 𝐶52
−1 𝐶53

−1 𝐶54
−1 𝐶55

−1 − 𝑚5𝜔𝑔
2

|

|

|

|

𝐶11
−1 − 𝑚1𝜔𝑔

2 𝐶12
−1 𝐶13

−1 𝐶14
−1 𝐶15

−1

𝐶21
−1 𝐶22

−1 − 𝑚2𝜔𝑔
2 𝐶23

−1 𝐶24
−1 𝐶25

−1

𝐶31
−1 𝐶32

−1 𝐶33
−1 − 𝑚3𝜔𝑔

2 𝐶34
−1 𝐶35

−1

𝐶41
−1 𝐶42

−1 𝐶43
−1 𝐶44

−1 − 𝑚4𝜔𝑔
2 𝐶45

−1

𝐶51
−1 𝐶52

−1 𝐶53
−1 𝐶54

−1 𝐶55
−1 − 𝑚5𝜔𝑔

2

|

|

 

A 6. ábrán látható a hajlított tartós modell maximális kitérése a gerjesztési 

körfrekvencia függvényében a transzlációs rezgési példa adataival.  
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6. ábra 5-DoF hajlított tartós modell amplitúdói a gerjesztés függvényében 

8. A kapott analitikus eredményeket numerikus számításokkal igazoltam (4. sz. 

függelék). A numerikus számításokat az Excell segítségével végeztem el a 

következők szerint: 

- A számításokat Δt=0,0001 s-os időközökkel végeztem 0-10 s időtartamban. 

- A kezdeti tranziens jelenségek eliminálására k1=80Ns/m értéket kellett 

beállítanom, hogy a 3. másodperc végére lecsengjenek. Ez a görbék bizonyos 

fokú torzításához vezetett, de az igazolást nem veszélyeztette. 

- A maximális értékeket a 4-10 s időtartamból szűrtem ki. 

Az összehasonlítás alapján megállapítottam, hogy a hajlított tartós modellel 

vizsgálható a transzlációs modell viselkedése gerjesztett rezgések esetén, az eltérések 

figyelembe vétele mellett.  

[P1. publikáció] 

 

IV. tézis Kimutattam, hogy több párhuzamosan csatolt tömeg esetében a csatolások 

kismértékű csillapítása is jelentősen csökkenti a közbülső rezonancia frekvencián 

jelentkező főtömeg amplitúdókat, így csak a két szélső (legkisebb és legnagyobb) 

rezonancia frekvenciájú hely marad kimérhető értékű.  

A 7. ábra ábrázolja egy adott példán keresztül a főtömeg amplitúdót a gerjesztési 

frekvencia és a csillapítási tényező függvényében. A kritikus csillapítás értékei  
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7. ábra Főtömeg amplitúdó a gerjesztési frekvencia és a csillapítási tényező 

függvényében transzlációs modellnél. 

[P1. publikáció] 

 

6 Az eredmények hasznosítási lehetősége 

Az n szabadságfokú, gerjesztett, csillapított, transzlációs, lineáris karakterisztikájú rezgő 

rendszer (1 gerjesztett főtömeg, n-1 gerjesztetlen csatolt tömeg) forgóvektorral történő 

leírásával szemléletesebbé vált a különböző, anyag-az-anyagban rendszerű metaanyagok 

viselkedésének vizsgálata.  

A rugalmas befogás elméletének bevezetése hozzájárul a befogott, hajlított tartókon mért saját 

frekvencia eredmények pontosabb elméleti megközelítéséhez. 

A két modell (befogott tartós és transzlációs) összehasonlításával, a különbségek 

feltérképezésével elérhetővé válik az egyszerűbben megvalósítható és állítható befogott tartós 

modellen mért eredményekből a transzlációs modell várható viselkedésnek becslése. 

A IV. tézis felhívja a figyelmet, hogy a csatoló anyag csillapítási tényezőjének nulla értékről 

való elmozdulása nagymértékben befolyásolja dinamikus csillapítási lehetőségeket. 

Összességében elmondható, hogy az eredmények hozzájárulnak a tömeg-a-tömegben 

rendszerű metaanyagok vizsgálatának elméleti oldalról történő pontosabb megközelítéshez, 

vagy akár a párhuzamosan csatolt tömeggel végzett dinamikus rezgéscsillapítás tervezési 

rendszerének helyesebb kialakításához. 
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