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Osszefoglalas

A szamtani-mértani k6zép egy geometriai szemléltetése N=2 esetén a Thalész kor. Az
egységoldal szimplexet tartalmazo hipersik f6lé rajzolt gomb atméréje 1, sugara 2. A pont
feletti magassag azonos a mértani kozéppel (magassagtétel). Ha N>2, ez nem igaz a gdmbre, de
van egy konkav feliilet, amelyre igaz. Az N cellaval rendelkez6 diszkrét eloszlas az N dimenzi6s
euklideszi tér N-1 dimenzios szimplexében abrazolhatd. Az egyes szimplex pontok baricentrikus
koordinatainak sulyozott altalanositott geometriai atlaga, ahol a sulyok megegyeznek a
baricentrikus koordinatakkal, logaritmikus alakban irva az entropia atlaggal azonos. Ennek szép
tulajdonsagai vannak, szigoruan konkav, szimmetrikus fiiggvény, magassaga kisebb vagy
egyenld, mint a szamtani kozép. Az entropia atlag fizikai tartalma az informacios entropia és az
osztalyozo entropia példajan mutathato be.

Kulcs szavak: Entropia kozép, szamtani kozép, mértani kozép

Abstract

A geometrical representation of the arithmetic-geometric mean for N=2 is the Thales circle. The
diameter of the sphere drawn above the hyperplane containing the unit-sided simplex is 1, and
its radius is %2. The height above the point is the same as the geometric mean of the two
barycentric coordinates (height theorem). If N>2, this is not true for the sphere, but there is a
concave surface of the arithmetic mean weighted logarithmically with itself, which can be used
instead of the sphere. The discrete distribution with N cells can be represented in an N-1
dimensional simplex of the N-dimensional Euclidean space. The weighted generalized
geometrical mean of the barycentre coordinates of each simplex point, where the weights are
equal to the barycentre coordinates, is used to derive the entropy mean, which is a strictly
concave, symmetric function. The compact surface drawn above the hyperplane containing the
unit-sided simplex is less than or equal to the arithmetic mean.

Keywords: arithmetic-geometric mean, entropy mean
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1. Bevezetés

Matematikai tanulmanyai soran mindenki talalkozik a szamtani és a mértani kozép fogalmaval.
A két kozép kozott fennallo egyenldtlenséghasznos eszkdz, példaul egyszeri szélséérték-feladatok
megoldasaban. A szamtani-mértani kdzép egy geometriai szemléltetése N=2 esetén a Thalész kor.
Az egységoldalu szimplexet tartalmazo hipersik folé rajzolt gdomb atmérdje 1, sugara 2. A pont
feletti magassag azonos a két baricentrikus koordindta mértani kdzépével (magassagtétel).
Bizonyara kevesen gondolndk, hogy ha N>2, akkor ez nem igaz.

Az egységoldalu szimplexet tartalmazo hipersik f61¢ rajzolt géomb hipersik feletti magassaga
nem is fejezhetd ki a baricentrikus koordinatak mértani kézepének fiiggvényeként. Jelolje O az
alaplap koré irhatdo gomb kozéppontjat. Ekkor a kérdéses magassag (mint az alaplap hipersikjat
befutd pont fiiggvénye) az O koriili gombfeliileteken konstans, viszont a baricentrikus koordinatak
szorzata nem az. (Ez lathato példaul a beirt kor esetén, amikor az érintési pontokban a baricentrikus
koordinatak mértani kézepe zérus.)

Az egységoldalu szimplex koré irt, és e sugarral a szimplexet tartalmazé hipersik folé rajzolt
gomb atmérdje N-el nd, és a szamtani kozép (1/N) N-el csokken. A szimplexet magaban foglalo
hipersik feletti magassagra nem igaz, hogy azonos lenne a mértani kézéppel. A bemutatésra keriil6
sulyozott logaritmikus kdzép grafikonjanak pontjai N>2 esetén egy gombhoz hasonld, szimmetrikus
feliilet mentén helyezkednek el.
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1. abra A kéréirt korék 2D sikra vetitett képe

2. Az “entropia” kozép

A pi (i=1..N) nem negativ valds, szamok altaldnositott sulyozott geometriai kdzepe abban az
esetben, ha a pozitiv w; stilyok 6sszege 1 :

My=11p" (1

Tekintsiik azt a specialis esetet, amikor az p; valds szamok az egységoldalu szimplex pontok
koordinatai, és a szam és a hozza rendelt stily megegyezik:

My =11x; @
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Ezt logaritmikus alakban atirva, és az N elemszdmmal és In N-el osztva:

= ! lenx <L§]:Vx—i 3)
77 NN N ' N
N
x;=1Lx2=0 4)

1

ahol x; az egységoldalii szimplex egy pontjanak i-edik baricentrikus koordinataja, i=1..N.
Egyszer( helyettesitéssel adodik, hogy ez a stlyozott ,,entropia kozép” a szimplex sulypontjaban ,
ahol maximalis, egyenld a szamtani atlaggal, grafikonja pedig szigortan konkav.

3. Targyalas

A javasolt entropia atlag egyik alkalmazdsa, a diszkrét eloszlasokhoz rendelt statisztikus
entropia [3]. A kapcsolat a fenti atlaggal ugy nyerhetd, hogy a baricentrikus koordinatakhoz egy
véges, diszkrét eloszlasfiiggvény x; relativ gyakorisagat rendeljiik, és definicid szerint az atlag egy
fajlagos entropiat jeldl, de kozépnek ezt eddig kevéssé tekintették.

Ilyen az informacidelméleti entropia. Egy tovabbi alkalmazas a szemeloszlas un. normalizalt
szemeloszlasi entropia névekménye B ([1] Lorinez et al, 2005):

A8
T )
vagy L S a szemeloszlasi entropia novekménye:
AS L g In
=——— > x;Inx
n2 > (©)

Ennek a szimmetrikus fliggvénynek egy alkalmasan valasztott, két-dimenzios sikra vetitett képe
nyerhetd a kovetkezOképpen. Rendeljink az x; relativ gyakorisagti celldhoz/baricentrikus
koordinatahoz egy i-1 integer szdmot és ehhez egy atlagot:

N .
Zx,-( i—1)
A== (N
N -1
Az A szamot relativ alap-entropidnak hivjuk a szemeloszlas entropia témakorében, ahol konkrét
fizikai jelentése van.

Definialjunk egy 2 dimenzids képsikot a szimplex és a grafikon altal general N-dimenzios
Euklideszi térben a B tengely és az egységoldaltl szimplex 1 és N jelii csucsai kozotti éllel, és egy
vetitd irdnyt két sik metszeteként az A= allando, B = allando6 feltétellel.

A B grafikonjanak képén a felsé hatarvonal szimmetria pontja N-t6l fiiggetlen, a tobbi pont kis
N-ekre (N<20) N-t6l kevéssé fiigg, és kb. azonos egy ellipszissel (kozelitden egy, az atmérdre
mero6leges iranyban kétszeresre nyujtott félkorrel). A kép felsé hatarvonalanak dsképét az ,,a” vonal
alkotja a szimplexben (2-3 abra).

Kereshetjiik a k6z&ép maximumat az egységoldalu szimplex fenti sikmetszetein, ahol A= allando.
A B szigortian konkav és szimmetrikus jelleg miatt az A (relativ alap-entropia) rogzitett értékéhez
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tartozo sik és a szimplex metszetén egyetlen (atlagos vagy optimalis) pontot jeldl ki a B maximuma.
Ez a kovetkezd:

o= 1 1-a ®
: %aj—l 1-a"’

=i

ahol az a paraméter a kovetkezd y polinom gydke:

a’j-1-AN-1], 0<A<1 ©)

M=

y:

j=l
A maximalis entrépia atlaghoz minden sikmetszeten a diszkrét (empirikus) szemcse-
eloszlasfiiggvények gorbe alatti teriilete egyforma, és az optimalis ezek kozott atlagos eloszlasu.

Levezethetd, hogy az adott A koordinatajii szemeloszlasi gorbe-halmaz esetén a maximalis B
értékkel jellemezhetd un. optimalis szemeloszlasi gorbék véges fraktal eloszlasuak, mivel a frakciok
relativ gyakorisdga az alabbi dsszefiiggéssekkel szamolhato:

(2 (3-n) —l)d . (3-n)
4 Gm_4 6w’

min

x = (10)

max
a2 O (11)

ahol n fraktal dimenzié. Az optimalis szemeloszlasi gorbe szemi-log abrazolasban konkav, ha
A<0.5, linearis ha A=0.5, konvex ha A>0.5. Egy A adott relativ alapentropia esetén, szemi-
logaritmikus abrazolasban az optimalis szemeloszlasi gorbe atlagos helyzetii, mert az A=allando
gorbék — melyek gorbe alatti teriilete azonos — minden esetben atmetszik. Az y polinom és a diagram
fels6 hatarvonala szimmetrikus a kovetkez6 értelemben. Ha a* egy A * -hoz tartozd pozitiv gyoke y-
nak, akkor a=1/a* az a gyok, ami A = 1-A* -hoz tartozik. A szimmetria-tengelyben — ahol B
maximuma van - A = 0.5, a=1 és x; =1/N, kovetkezésképpen B=1/In2 (AS =InN/In2), azaz B értéke
nem fligg a frakcioszamtol.

Az egy metszethez tartozd6 maximalis entropia Uin. ,,a” vonalra esik, amely feltehetéen
kapcsolatba hozhat6 a metszetek sulypontjaval, ez a kérdés tovabbi vizsgalatot igényel.

A diagram felsé hatarvonalanak pontjai (azaz a maximalis B érték) filiggenek a frakcioszamtol
(N-t6]) a szimmetria pont kivételével. Az A koordinata definicidja €s a Lorincz-féle megoldas
alapjén a diagram fels6 hatarvonalan B, a, A és N kapcsolatara a kovetkezd képletek érvényesek:

N .
L Ya -1
_ i=1
A= — S (12)
1 .
b=yl e a3

A normalizalt diagram felsé hatarvonala kis N értékekre csak kissé fligg N-t6l, igy kozelitden
meghatarozhato a két frakcio esetén érvényes képlettel:

1
B=- Aln A+ (1-A)In(1- A)).
PETRER +(1=A)In(1-A)) (14)

160



Emdéke Imre, Delphin Kabey — (ESB 2022)

4. Konkluzio

A szamtani-mértani k6zép egy geometriai szemléltetése N=2 esetén a Thalész kor. Ha N>2,
akkor ez nem igaz. Egyfeldl az egységoldalu szimplex koré irt gomb sugara N-el nd, masfeldl és a
szamtani k6zép (1/N) N-el csokken. Ha a mértani kdzép helyett vessziik az egységoldala szimplex
baricentrikus koordinatainak altalanositott stilyozott geometriai kdzepét és ennek logaritmusat egy
megfeleld egyiitthatoval (By), amit entropia kozépnek neveziink, akkor az egyenldtlenség teljesiil.

A geometriai jelentés is kozelitden reprodukalhato az N>2 esetre. A B, kdzEp ugyanis egy, az
egységoldali szimplexet tartalmazo sik folé rajzolt szigortian konkav, szimmetrikus, kompakt
feliilet. Megemlithetd, hogy mig a szamtani vagy mértani kozepek definicidja alapjan a szimmetria
¢és a pozitiv homogenitas fennall [4], az entrdpia kdzép esetén csak a szimmetria teljestl.

A javasolt entropia atlag egyik alkalmazasa a diszkrét eloszlasokhoz rendelt statisztikus
entropia, ezekre osztalyozas és osztalyonként egy atlagos, fraktal eloszlas adhato.

1.2

0.4+

Entropy increment, B [-]

0.0

—_—
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Relative base entropy, A [-]

I T T T T
00 02 04 06 08 1.0
A

2. dbra Az entropiafiiggveny szimplex (N=3) feletti grafikonja, az A-B sikra vetitett kép. Két
szintvonal, valamint a B felsé hatarvonal dsképe a szimplexben (az ,,a” vonal a B felsé
hatarvonal dsképe).
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3. abra A B grdfja a kétdimenzios szimplex (N=3) felett, 2D sikra vetitett nyert kép.
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6. Melléklet — Szemeloszlasi entropia

Legyen n egymassal egyenl6 szélességli statisztikai cella, legyen M; az elemek szama az i-edik
cellaban és legyen M az 6sszes elemek szdma. Ekkor az entropia:

a; = Mi . Zal :1 (15)
M i
S:—Zai.logb a; (16)

ahol g; a cellak gyakorisaga, S az egy elemre jutd, fajlagos entropia.
A szemeloszlasi entropia a diszkrét valosziniségi eloszlasfiiggvényre ismert entropia képlet

alkalmazésa a szemeloszlasi gorbére. A szemeloszlasi gorbe diszkrét eloszlasfiiggvény, a cellak
mérete nem azonos.

26 gy = d > 2% a7

Az alkalmazas Ggy torténik, hogy két statisztikus cella rendszert vesziink fel, az egyik a masik
finomitasa. A dy szélességli, finomabb — tin. elemi — cella rendszer csak a levezetésben jatszik
szerepet, mérete nem lehet nagyobb, mint a problémaban szereplé minimalis szemcseméret. A
szemeloszlasi entropia definidlasa soran feltessziik, hogy az egy frakcion beliili eloszlas
egyenletes, az egyes frakciokban 1év6 elemi cellak relativ gyakorisaga azonos. A szemeloszlasi
entropia S két tag Osszege, ez a két entropia koordinata:

S =5, +AS, (18)
) :)gé))g&” 19)
) :XEE)“V&)" (20)

1.tabldzat Az i-dik frakcio és annak sajat entropidja

frakcio 1 23 24
terjedelem do -2 do 222 d() - 223 do 223 do - 224 do
So [-] 1 22 23
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