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Kivonat: Ez a cikk, ahogy a cimébdl is lathato, [1]-nek egyfajta kiegészitése. Itt most
az alcimben szerepld probléma [1]-ben targyalt dltalanositasat vizsgaljuk, és adunk
egy bizonyitdst arra, hogy az atkelési problémdanak az ott leirt algoritmusa valoban
optimalis.

Abstract: This paper, as shown by the title, is an extension of sorts to [1]. It deals with
a generalization of the problem in the subtitle presented in [1] and demonstrates that
the algorithm proposed there is indeed the optimal algorithm.
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A probléma megfogalmazasa

Egy hid egyik oldalardl a masikra n ember szeretne atjutni. Az egyes emberek
rendre t; t,, ..., t, perc alatt képesek egyedill atkelni. Egyszerre legfeljebb csak
ketten tudnak atmenni, mert a hid nagyobb terhet nem bir el. Az atkelési id6 — két
atkeld esetén — természetesen a két atkeld egyéni atkelési ideje koziil a nagyobbik.
Sotét ¢jszaka van, ezért sziikségik van egy vilagitd eszkozre is. Mivel csak
egyetlen ldmpasuk van, valakinek azt vissza kell hoznia mindaddig, amig
mindenki 4t nem kelt a hidon. Legkevesebb mennyi id6 alatt tudnak atjutni
mindnyéjan a tiloldalra?

Elnevezések, jeldlések

Az atkelés a hidon a bal partrdl a jobb partra torténjen, azaz nevezziik bal partnak
azt, ahonnan, és jobb partnak azt, ahova 4t kell kelni.
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Rogzitsiik az embereknek egy olyan sorrendjét, amelyben az atkelési id6 nem
csokken, és indexeljiik 6ket eszerint. Jeldlje t, t,, ..., t, rendre az 1, 2,..., n index{i
ember atkelési idejét. Ekkor tehat t<t;, ha i<j.

Nevezziik p-t gyorsabbnak, mint g-t, illetve g-t lassabbnak, mint p-t, ha p indexe
kisebb, mint g-é. Jeloljik ezt ugy, hogy p<g. Legyen L a leglassubb, akinek tehat
atkelési ideje: t, és | a masodik leglassubb (ha n>1), akinek atkelési ideje: t,.;.

Ha p egyediil megy at, azt jelolje p>, Ha p g-val egyiitt megy at, azt jelolje p&qg>,
végiil, ha nem biztos, de lehetséges, hogy q p-vel tart, de p biztosan atmegy, azt
jelolje p(&Qq)>. Visszajovetelek esetén, hasonloképpen, hasznaljuk a p<, p&Q<,
vagy p(&Q)< jeloléseket.

Egy atkelési stratégiat optimalisnak, azaz optimalis megoldasnak neveziink, ha az
atkelés ideje minimalis. Jeldlje n atkel6 esetén ezt az id6t T,

A bizonyitas

Az n=1 és n=2 eset trivialis, az atkelési idék rendre: T,=t;, T,-t,. A tovabbiakban
csupan az n>2 eseteket vizsgaljuk.

El6szor azt bizonyitjuk, hogy ha egy megoldas optimalis, akkor mindig pontosan
ketten mennek at, €s pontosan egyvalaki jon vissza. Ezen beliil belatjuk, hogy a
leglasstibb, L, csak egyszer megy at, azaz nem jon vissza. Ezt kovetden két esetet
kiilonboztetiink meg aszerint, hogy a leglassubb parja (akivel egyiitt ment at)
visszajon, vagy nem. Ha nem jon vissza, akkor igazoljuk, hogy a két leglassubb
egyiitt megy at, és ket a két leggyorsabb segiti az atkelésben (juttatja at). Ezt a
fajta Gitsorozatot ugy is nevezziik, hogy kettd juttat at kett6t. Ha a leglasstibb parja
visszajon, akkor 6 a leggyorsabb. Ezt az Utsorozatot (utpart) masként Gigy hivjuk,
hogy egy juttat at egyet. Végiil megallapitjuk, hogy az optimalis megoldas lehet
olyan, hogy a két atkelési mod nem keveredik, hanem elébbi atkeléseket — ha
vannak ilyenek, és ekkor nyilvan n>3 — utobbi tipusuak kovetik (feltéve, hogy
vannak ilyenek).

Alabbiakban megallapitasaink mindig optimalis megoldasra vonatkoznak.

1. allitds. Ha ketten jonnek vissza, akkor feltehetd, hogy azt megel6z6en legutobb
mindegyikiik egyediil ment at.

Bizonyitas: Ha a két visszajovo koziil pontosan az egyik a visszajovetelt
megel6zden legutobb nem egyediil ment at, akkor 6 az oda és vissza Utjabol is
elhagyhat6, és az atkelés ideje etté] biztosan nem nd. Igy az osszes ilyen péros
visszajovetelt lecserélhetjiik olyanra, ahol csak egyvalaki jon vissza. Példaul:
X&Z>; ...; y>; ...; X&y< ttsorozat cserélheté a z>; ...; y> ...; y< Gtsorozattal (itt
az allitasnak megfelelden feltettiik, hogy X, az atkelése és a visszajovetele kozott, a
jobb parton maradt). Ha mindkét visszajovo a visszajovetelt megelézden utoljara
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parosan ment at, akkor csak az egyiket torolve az utjaibol szintén olyan esethez

jutunk, ahol csupan egy jon vissza. Példaul: x&z>; ...; y&w>; ...; X&y<
utsorozat cserélhetd z>; ...; y&W>; ...; y<, vagy X&z>; ...w>; ...X< utsorozattal.
Ha egyiitt mentek at parban, akkor is csak az egyiket toroljiik mindkét utjabol.
Példaul: x&y>; ...; x&y< utsorozat cserélhetd y>; ...; y<, vagy x>; ...X<

utsorozattal. Q.e.d.
2. allités. Feltehet6, hogy mindig egyvalaki jon vissza.
Bizonyitas: Indirekt. Tegyiik fel, hogy van, amikor ketten jonnek vissza.

Legyen az els6 olyan ut, ahol ketten jonnek vissza, X&y<. Akkor, 1. allitas miatt,
mindketten a visszaat el6tt utoljara egyediill mentek at. Legyen koziilik az, aki
elébb ment at, y. Valakinek, kozvetleniil y atkelése utan, vissza kellett hoznia a
lampast, aki a feltevésiink miatt — miszerint X és y volt az elsé visszajovo paros —
szintén egyediil tette meg a visszautat, legyen 6 z.

Tegyiik fel, hogy — y visszajovetele el6tt — z Gjra atmegy. Ha esetleg tobbszor is
atmenne, vegyiik ezen atkelései koziil az els6t. Ekkor, az egymast kovetd két ut, y
atkelése és z visszatérése elhagyhatd, és z kovetkezo atkelésének idején, helyette,
y mehet at.

Példaul: y>; z<; ...; Z(&W)>;...; X&Yy< utak cserélheték ...; Y(&W)>; ....; X&y<
utakkal.

A masik lehetdség, hogy — Y visszajovetele el6tt — z mar nem megy at. Az egymast
kovetd két t, y atkelése és z visszatérése ebben az esetben is elhagyhatd, és az
elsé paros visszatérésben Yy helyett z térhet vissza. Példaul: y>; z<; ....; X&y<.
utak cserélhetdk .... X&z< utakkal.

Mivel mindkét esetben (t6bb eset pedig nincsen) csokkent az atkelés ideje (T,),
ellentmondasra jutunk azzal, hogy optimalis megoldasbol indultunk ki. Q.e.d.

Vegyiink egy olyan optimalis megoldast, ahol:
L a lehet6 leghamarabb marad a jobb parton. 0)

Amennyiben az atkelés idejét nem befolyasolja, azaz a megoldas tovéabbra is
optimalis marad, akkor valasszuk azt — utak cseréjével — ugy, hogy:

Balrél jobbra a lassabb menjen el6bb. Q)
Jobbrol balra a gyorsabb j6jjon vissza elébb. 2

Ha egy oda és egy vissza utat két ember is megtehet, akkor tegye a
gyorsabb. 3)

Megjegyzés: Ilyen cserék alkalmazasa nem befolyasolja a (0)-beli valasztast.

3. 4llitds. Ha valaki visszajon, akkor az adott pillanatban 6 volt a leggyorsabb a
jobb parton.
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Bizonyitas: Indirekt. Tegyiik fel, hogy X és y a jobb parton van, X<y, €s mégsem X
jon vissza elobb, hanem y. Mivel y-nak eldbb, vagy utdbb ujra at kell jutnia a jobb
partra, két eset lehetséges.

Az egyik, hogy X a jobb parton marad mindaddig, amig Y 0jra 4t nem jut. Ebben az
esetben — az atkelési id6 novekedése nélkiil — y ezen két utjat X is megtehette
volna, ezért ez ellentmond (3)-nak. Példaul: y<; ....; y(&w)> helyett x<; ....;
X(&w)>.

A masik, hogy miel6tt y ujra atment volna, X visszajon. Ebben az esetben — az
atkelési id6 novekedése nélkiil — X és y utjai felcserélhetéek, ami viszont (2)-nek
mond ellent, Példaul: y<; ....; X< helyett X<; ....; y<. Q. e. d.

4. allit4s. Senki sem megy at egyedil (n>1).
Bizonyitas: Indirekt. Tegyiik fel, hogy az els6, aki egyediil megy at, az X.

Ha X utolsoként menne at egyediil, akkor eldtte neki kellett visszahoznia a lampast
(hiszen az a jobb partra keriil a tobbiek atmenete végén, és rajta kiviil mar nincsen
senki a bal parton), de akkor mindkét it elhagyhatd, és az atkelési id6 csokken,
ami ellentmond annak, hogy a megoldas, amibdl kiindultunk, optimalis volt.

X tehat nem utoljara ment at egyediill. Ebben az esetben X utan kozvetleniil
valakinek vissza kellett hoznia a lampast — és annak x-t6l kiilonb6z6 személynek
kellett lennie, mert kiilonben ismét csak x mindkét utja elhagyhat6 lenne — legyen
4y. A 3. allitas miatt y<x.

Vizsgaljuk meg y-nak a visszajovetelét megel6z6 utolsé utjat, azaz azt, amikor
legutobb a jobb partra keriilt. X — y-nak ezen utja 6ta — a jobb partra val6 egyediili
atkelése altal eldszor van ott, hiszen kiilonben nem tudott volna visszajonni a 3.
allitas miatt, mivel ott van Yy, aki gyorsabb, mint X. Tehat az alabbi Utsorozatnak
kellett lejatszodnia: y&w>; ...; X>; y<, ami viszont cserélhetdé X&w>;
utsorozattal, azaz X és y egyediili utjait elhagyhatjuk, és y-t, a megel6z6 utjaban,
x-szel cserélhetjitk. Ezaltal az atkelés ideje csokkenthetd, ami ellentmond annak,
hogy optimalis megoldasbdl indultunk ki. Tehat X nem mehetett at egyediil. Q. e.
d.

Belattuk, hogy minden optimalis megoldas (mivel az (1)-(3)-beli sorrendcsere az
atmendk és visszajovok szamat nem érinti, a (0) feltevést pedig mindeddig nem
hasznaltuk) olyan, hogy a bal partrdl a jobb partra mindig ketten mennek at.
Ugyanakkor, a 1. allitds bizonyitasaban, azt is lathattuk, hogy minden olyan
optimalis megoldas, amelyben valamikor ketten jonnének vissza, atalakithato
olyannd, hogy csupan egy jojjon vissza, de akkor valakinek egyediil is kellene
atmennie. Ilyen optimalis megoldas viszont nem létezik a most bizonyitottak
szerint, tehat belattuk, hogy minden optimalis megoldas pontosan olyan, hogy
mindig ketten mennek at, és mindig egyvalaki jon vissza.

L csak egyszer mehet at, hiszen 6 sohasem lesz a leggyorsabb a jobb parton, tehat
a 3. allitas miatt nem johet vissza.
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4, allitas. | nem mehet 4t elébb, mint L.

Bizonyitas: Indirekt. Tegyiik fel, hogy | el6bb megy at, mint L. Ekkor 3. allitas
miatt, 6 mindaddig, amig L at nem megy, nem johet vissza, mert — nemhogy nem
a leggyorsabb, de egyenesen — & a leglassubb a jobb parton. Emiatt amikor L
dtmegy, | és L egyiitt lesznek a jobb parton. Utjaikban felcserélésiik nem
befolyasolna az atkelés idejét, ami ellentmond (1)-nek. Példaul: x&I>; ...; y&L>
utsorozat cserélheté X&L>;...; y&I> utsorozattal. Q. e. d.

Bontsuk szét most két esetre az utak vizsgalatat aszerint, hogy L parja visszajon,
vagy nem.

1. eset. x&L> L utja, és X mar nem jon vissza.
5. allitds. Ha x&L> L 1tja, és X mar nem jon vissza, akkor x=I.

Bizonyitas: Indirekt. Tegyiik fel, hogy X&L> L 1tja, és x#l (Nyilvanvalo, hogy
akkor x<I). A 4. allitds miatt | nem mehetett at elébb, mint L. Ha | kés6bb ment at,
mint L, akkor abban az ttban és L utjaban | és X kicserélheté és a megoldas
optimalis marad, ami ellentmond (1)-nek. Példaul: x&L>; ...; y&I> utsorozat
cserélhetd 1&L>;...; x&y> utsorozattal. Q. e. d.

| és L tehat egylitt ment at. Mint megallapitottuk, L csak egyszer megy at, és mar
nem jon vissza. Az eset feltevése miatt azonban | sem, hiszen 6 megy at L-lel. Ez
azt jelenti, hogy nem mehetnek els6ként at, mert akkor nem hozné vissza senki a
lampast, pedig n>2 miatt még vannak emberek a bal parton. igy kell valakinek
lennie, aki el6ttiik mar atment, és nekik visszahozza a lampast.

6. allitds. Aki kozvetleniil | és L parosanak atkelése el6tt hozta vissza a lampast,
annak a kozvetleniil el6ttiik &tmend paros egyik tagjanak kellett lennie.

Bizonyitas: Indirekt. Tegyiik fel, hogy nem a kozvetleniil eldttiikk atmend paros
egyik tagja hozta vissza | és L parosanak a lampast. Ebben az esetben a két paros
utja felcserélhetd, és ez ellentmondana (0)-nak, hiszen feltettiik, hogy L a lehet6
leghamarabb megy at. Példaul: x&y>; w<; |&L> utsorozat cserélhetd 1&L>; w<;
X&y> utsorozattal. Q. e. d.

I&L> utan is vissza kell tehat hozni a lampast, hiszen aki nekik hozta a ldmpast,
még a bal parton van.

7. allitas. Aki kozvetleniil | és L parosanak atkelése utan hozta vissza a lampast,
annak a kozvetleniil el6ttiik atmend paros masik tagjanak kellett lennie.

Bizonyitas: Indirekt. Tegyiik fel, hogy kozvetleniil | és L parosa utan nem az
el6ttiik atmend paros masik tagja hozta vissza a lampast. Ebben az esetben az utak
sorrendjének cseréjével | és L parosa el6bb juthatna at, ami ismét ellentmondana
(0)-nak. Példaul: x&y>; x<; I&L>; z< utsorozat cserélhetd 1&L>; z<; X&y>; X<
utsorozattal. Q. e. d.
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Megallapithatjuk tehat, hogy ha x&L> L utja, és X mar nem jon vissza, akkor x=I,
és egy a&b>; a<; I&L>; b< tutsorozat jatszodik le. Mivel ez akar a legelején is
lejatszodhat, ezért (0) miatt pontosan ott torténik meg, és (3) miatt a és b a két
leggyorsabb, tovabba 3. allitas miatt a<b.

2. eset. x&L> L 1tja, és X még visszajon.
8. allitds. Ha x&L> L 1tja, és X még visszajon, akkor X azonnal visszajon.

Bizonyitas: Indirekt. Tegyiik fel, hogy X&L> L ttja, és X még visszajon, de X nem
jon vissza azonnal. Jeldlje az X visszajovetele el6tt kozvetlen atmend utat y&z>.
Ekkor 3. allitas miatt X<y és x<z. Ugyancsak 3. allitds miatt sem Yy, sem zZ nem
johetett vissza X és L kozos Utja ota, hiszen X gyorsabb, mint 6k; tehat x és L
kozos utja 6ta most mentek at elészor. Ebben az esetben viszont X €s z szerepe a
két atmenetben felcserélhetd lenne, ami ellent mondana (1)-nek. Példaul: X&L>;
...; Y&2z>; X< ttsorozat cserélhetd z&L >; ...; X&y>; X< ltsorozattal. Q. e. d.

Megallapithatjuk tehat, hogy ha x&L> L utja, és X még visszajon, akkor az
X&L>; X< utpar jatszodik le. Mivel ez a legelején is lejatszodhat, ezért (0) miatt
pontosan ott térténik meg, és (3) miatt X a leggyorsabb kell, hogy legyen.

A két esetet Osszefoglalva, lathatd, hogy vagy a két leglassibb jut at a két
leggyorsabb segitségével, vagy a leglassiibb a leggyorsabb altal. Els6 esetben egy
n-2, masodikban egy n-1 elemii problémahoz jutunk, és folytathatjuk tovabb,
egészen addig, amig az atkel6k szama 3-nal kevesebb nem lesz. Megallapithatjuk
tehat, hogy mindenkit vagy a leggyorsabb, vagy a két leggyorsabb parosa juttat at
a leglassabbtol kezdve az esetekben leirt modon.

9. allitas. A megoldas valaszthatd Ggy, hogy olyan ut utan, amikor egy juttat at
egyet, ne legyen olyan ut, amikor kett6 juttat at kettot.

Bizonyitas: Indirekt. Tegyiik fel, hogy van az allitasnak ellentmond¢ tutsorozat, és
az nem alakithatd at az atkelési id6 novekedése nélkiil. Jelolje a és b a két
leggyorsabbat, a<b, és legyenek p<g<r olyanok, hogy r-t a, ezutan pedig p és q
parosat a és b parosa juttatja at. Az ttsorozat ebben az esetben a kovetkezd:
a&r>; a<; a&b>; a<; p&Qg>; b<. Cseréljikk ki ezt az Gtsorozatot az allitisnak
megfelel6re, azaz ( és r parosat a és b parosa, p-t a juttassa at. Az utsorozat ebben
az esetben a kovetkez6 lesz: a&b>; a<; q&r>; b<; a&p>; a<. Lathato, hogy a
két utsorozat iddsziikségletének kiilonbsége éppen p és g iddadatanak kiilonbsége,
azaz az elsd 0t csak akkor nem tart tovabb, ha a p és q id6adata megegyezik.
Tehat a cserét megvalositottuk gy, hogy az id6 nem nétt. Ez ellentmond a
feltevésiinknek. Q. e. d.

Fenti allitasbol kovetkezik, hogy a megoldasban vagy csak ,kettd juttat at kett6t”,
vagy ilyenek utan ,egy juttat at egyet”, vagy csak ,egy juttat at egyet” utak
vannak.

Jelolje most a és b a két leggyorsabbat. | és L atjuttatasa a ,kett6 juttat at kett6t”
esetben (az Utsorozat: a&b>; a<; 1&L>; b<) t,+t+t, 1y, az ,,egy juttat at egyet”
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esetben (az utsorozat: a&L>; a<; a&I>; a<) t,tt;+t,+t; id6t igényel. Utobbi
akkor lesz kisebb, ha t,+t, ;<2t, teljesiil. Ebbdl kovetkezik, hogy a valtas feltétele,
hogy t;+t;<2t, teljesiiljon, ahol t; a még at nem jutottak kozill a masodik
leglasstibb atkelési ideje.

Az atkelési id6 tehat a kovetkezOkbol tevédik ssze. Osszeadunk a leglasstibb
atkelési idejét6l kezdve minden masodik id6t, amig vagy mar nem maradtak
legalabb négyen, vagy nem teljesiil a parok atjuttatasanak a feltétele, és
hozzéadunk annyiszor 2t,+t;-et, ahany tag részt vett az dsszegzésben, azaz ahany
part atjuttatott a két leggyorsabb. Az eredményhez a kovetkezd Osszegezni
szandékozott (azaz kettOvel ismét kisebb indexti) id6t6l kezdve hozzaadunk
minden kisebb indexii id6t, és az igy Osszegzett idok szama minusz haromszor a
leggyorsabb idejét.

Képlettel ezt az alabbi modon irhatjuk le.

~

-1 1
T, byo HIQ20 +1)+ D 1, +(n—=21-3),
0 i=n-21

bl
Il

Ahol [ az a legkisebb egész, amire: §; +1; < 2t,,Vj<n-=2I.

Osszefoglalas/Kovetkeztetés

Sikertilt bizonyitast adnunk arra, hogy az alcimben szerepld probléma [1]-ben leirt
algoritmusa valdban optimalis megoldast ad. Tovabbra is szép feladat maradt
annak megoldasa és bizonyitasa, hogy ha nem legfeljebb kettd, hanem legfeljebb
m ember mehet at a hidon, akkor milyen lehet egy optimalis atkelési algoritmus.
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