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Kivonat— Gazdasagtudomanyi alapteriileten hallgatoink a hagyomanyos kalkulus mellett
ismerkednek a tobbvaltozos fiiggvények analizisével is. Az oktatasra forditand6 orakeret
viszont kevés az adott témaban, igy csak a kétvaltozos fiiggvények szélsdértékének
keresésére és a szintvonalak felirasira van lehetoség. Az oérakon hagyomanyos
munkaformakat alkalmazunk,a szemléltetetéshez, megértéshez szamitogépes modszereket.
Bruner elmélete szerint a szemléltetés a tanitas-tanulas folyamataban mindvégig fontos.
Ennek egy eszkoze lehet a GeoGebra, melynek 3D-és funkcidjaval egyszeriibb kétvaltozos
fiiggvények megjelenitheték. Erre mutatunk példat eléadasunkban.

Abstract— In addition to traditional calculus, Economics students learn the basic theory of
multivariate functions. We teach only finding local extremal values and constructing the
equations of level curves, since have few classes on the topic. We use traditional methods,
and computerized methods for illustration, comprehension. According to Bruner's theory
illustration is important in the teaching-learning process at all times. GeoGebra is a
proper tool for the 3D illustration of simple two variable functions. Our presentation
introduces an example for this.

tobb  valtozd is
elemzéseknél.

) szerepet kaphat az
1 BEVEZETES

Matematika alapok I. és Gazdasagi ) )
matematika 1. tantdrgyak keretében 2 ELMELETI ALAPOK ROVIDEN
oktatjuk hallgatoinknak a tobbvaltozos A két és tobbvaltozos fiiggvényeket az
ﬁlgg}mny@k a.nahzrlset, Spe§1aly}§af} a  egyvaltozos fliggvényekhez hasonloan
kétvaltozos  fliggvenyek —szelsdertének  definialjuk. A tobbvaltozos fiiggvények

meghatarozasa €s a szintvonalak felirasa
alkotja az oktatott anyag nagy részét, és
ezekb6l a tipust feladatokbol kell a
vizsgdkon  jartassdgot mutatni a
didkoknak. Azért is fontos, hogy
ismerjenek ilyen tipusi problémakat,
mivel a gazdasagi modellezésben a
gazdasagi  folyamatok nem  csak
egyvaltozos fliggvénnyel irhatok le,sot

értelmezési tartomanya most rendezett
valds szamparok, szamharmasok, szam n-
esek  halmaza, értékkészlete pedig
ugyanigy, mint az egyvaltozos esetben a
valds szamok egy részhalmaza.

A kétvaltozés fiiggvény képe egy
feliilet, szemléltethetjiik példaul a 3
dimenzioés derékszogli Descartes féle
koordinatarendszerben.
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Szamunkra a kétvaltozos fliggvények
esetében is a derivalas a legfontosabb
miivelet, mivel a kiilonb6z6, t6bb
valtozotol fiiggd mennyiségek
sz€lséértékeit igy tudjuk kiszamitani.

Kétvaltozos, f(x,y) figgvények
differencialasa:

Legyen az f fliggvény értelmezve a
Po(Xo,Yo) pontban és annak  egy
kornyezetében, az f(x,y) fliggvény x
szerinti parcialis derivaltjanak nevezziik a
kovetkezo hatarértéket:

£ (x,, = lim f(xo"'Avao)_f(Xo’ya)]

()= i 2 "

Az x szerinti parcialis derivalasnal, y

rogzitett, x valtozo.

Szemléletesen: Metssziik el a feliiletet
egy vy tengelyre mer6leges sikkal, ez a
feliiletb6l egy gorbét metsz ki, a gorbe
érintdjének a meredeksége, mas szoval
iranytangense a feliilet x szerinti parcialis
derivaltja. (Hasonlo a definici6 az y
szerinti parcialis derivalas esetében.)

Az egyvaltozos esethez hasonldan itt is
definialhatunk magasabbrendii
derivaltakat. Itt négy masodrendi derivalt
lesz.

Szélsoérték:
illetve maximum.

Az f(x,y) figgvénynek az (a,b) helyen
helyi minimuma van, ha (ab) pontnak
van olyan kdrnyezete, ahol f(a,b) > f(x,y).

Az f(x,y) figgvénynek az (a,b) helyen
helyi maximuma van, ha (a,b) pontnak
van olyan kdrnyezete, ahol f(a,b) < f(x,y).

Ha az f(x,y) kétvaltozos fliggvénynek
sz¢Is6 értéke van az (a, b) pontban, akkor
helyi szélséértéke van az x = a helyen az
f(x,b) egyvaltozés fiiggvénynek is,
amelynek gorbéje természetesen
illeszkedik a  felilletre. Ezért az
egyvaltozos  fuggvényeknél tanultak
alapjan a  szélséértek  létezésének

lehet helyi minimum

sziikséges feltétele f’x=0. Hasonloképpen
helyi szélséértéke van az y = b helyen az
f(a,y) egyvaltozos fliggvénynek is. Ezért
a szélséérték létezésének fy=0 s
sziikséges feltétele.

Megfogalmazhat6 a kovetkezo tétel:

Az f Kkétvaltozos fiiggvény (a,b)
helyhez tartozd szélséértéke létezésének
sziikséges feltétele:

fr.=0¢s ' =0 @

Tehat a fliggvénynek csak ott lehet
szélsdértéke, ahol az elsérendll parcialis
derivaltjai zérussal egyenlék. [3]

Az elegendbséget is megfogalmazo
tétel: Tegyiik fel, hogy az f kétvaltozos
fliggvény valamennyi parcialis derivaltja
létezik az (a,b) pontban, és azok
folytonosak.

Ha ¢ (ab)=0 ¢ ' (ab)=0, (3)
tovabba

Dla.b)= 2 (ab)f; (@.b)-[17 @b)Fr0. (@)
akkor f-nek az (a,b) pontban lokalis
szélsdértéke  van: f’(a,b)<0 esetén
maximum, fx';(a,b))O esetén minimum
van. Ha D(a,b)<0, akkor f-nek az (a,b)
pontban nincs lokalis szélséértéke. Ha
D(a,b)=0.akkor tovabbi vizsgalodas
sziikséges a
eldontésére. [2]

szélsoérték  1étezésének

3 MODSZERTANI ALAPOK

A. Bruner reprezentdicios

elméletérdl
Bruner vizsgalta, hogy az ember
hogyan reprezentalja, milyen kodok

segitségével tarolja a kiilvilagbol érkezd
informaciokat. Szerinte minden
gondolkodasi folyamat haromféle sikon
mehet végbe, az ismereteket, a tudast az
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ember  haromféle  modon  tudja
reprezentalni.
- Materidlis  (enaktiv) sik (Az

ismeretszerzés egy cél elérésére konkrét
targyi  cselekvések,  tevékenységek,
manipulaciok révén megy végbe.)

- Ikonikus sik (Az ismeretszerzés
szemléletes  képek, ill.  elképzelt
szitudciok révén  torténik.  Példaul
fadiagram, algebrai problémak
geometriai szemléltetése.)

- Szimbolikus sik (Ezen a sikon az
ismeretszerzés matematikai szimbdolumok
és a nyelv segitségével megy végbe.) [1]

£lx)=sin x

1. abra A reprezentacios gondolkodasi
sikok kdzotti atmenet segiti a
probléma megold6 gondolkodas

fejlesztését
A harom reprezenticios mod az
oktatasi folyamat minden fézisaban

szerepet jatszik. Az egyik modrol a
masikra  vald  attérés noveli a
rugalmassagot, és a problémamegoldo
gondolkodas hatékonysagat. Az ikonikus
sik (szemléltetés) végig jelentds szerepet
jatszik a matematika oktatasaban. [1]
Ugy gondoljuk, hogy
matematikatanitasunk tobbnyire a
szimbolikus sikon zajlik. Hogyan lehet

bevonni az  oktatdsba a  tobbi
gondolkodasi  sikot? A szamitogép
segitségével mindharom gondolkodasi
szint megjelenik a tanitasban. Ez az egyik

oka, annak, hogy  szamitogépes
modszereket hasznalunk a
szemléltetéshez, és a  tananyag
megértéséhez. Feladatunk volt, hogy

olyan programokat keressiink, amelyek
mindenki szamara elérhetk, és a
hasznalatuk kiilondsebb el6képzettséget
nem igényel. Ilyen szoftver a GeoGebra,
jelenleg az 5.0. verzidja tolthetd le. A
masik alkalmazas,amelyet a diakok
tanulmanyaik soran megtanulnak
hasznalni az Excel. [4]

B. Készségek, jartassagok

Ahhoz, hogy a kétvaltozos fiiggvények
sz€ls6  értékét meg tudja keresni a
hallgatd el kell sajatitania a parcialis
derivalas technikajat. Ehhez jol kell értse
a valtozo fogalmat, most két valtozo van,
és jartassag szintjén kell tudnia derivalni
az egyvaltozos flggvényeket, alkalmazni
a derivalasi szabalyokat, felismerni az
Osszetett fliggvényt, jol kivalasztani,
hogy melyik a kiils6 fiiggvény és melyik
a belso.

Jartasnak kell lennie az
egyenletrendszerek  megoldasaban, a
kapott megoldasok behelyettesitésében.

Készség szinten kell tudnia a diaknak a
megoldasi ,,Gtmutatdé”  alkalmazasait.
(Tudja a megoldas lépéseit.)

4  ALKALMAZOTT OKTATASI
MODSZEREK

Tapasztalataim szerint az egyik {6
problémat az okozza, ha a valtozok
szorzatat,  vagy  hanyadosat  kell
parcidlisan  derivalni. Ekkor vissza
szoktam utalni az egy valtozora, az
alabbiak szerint mutatom:
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beyf=befly 2yl= @

=2xJy +x2-0 = 2xJy

byl =befoly eyl - g

2y

Az utdbbi (6) egyenletben az utolsod
Iépést is részletezni kell. Hasonléan
mutatom hanyados derivalasakor is az
eljarast. Végig hangsulyozni kell, hogy
az x szerinti parcialds derivalas esetén y
ugy viselkedik, mint konstans, ezért a
derivalt 0. Meg kell jegyezni, hogy ha y
konstans,akkor a  tobbszordse  és
hatvanyai is azok.

Az  els6  derivaltakbol  alkotott
egyenletrendszer =~ megoldasa  soran
célszerli a behelyettesitéses modszert
alkalmazni a legtobbszor. Sok feladatban
jonak bizonyul a kiemelés az egyes
egyenletekben,  mert  tipushibaként
kovetik el az ismeretlennel vald osztast.

A D-vel jelolt kifejezést irjuk fel mint
a valtozok fliggvényét, majd utana
helyettesitsik be az egyenletrendszer
megoldasa soran  kapott pontokat.
Tanitottam ugyis, hogy kiszamoltuk a
parcidlis derivaltak értékét az adott
pontokban, ezekkel a D kifejezés
szamértékét hataroztuk meg, valamint
annak elgjelét. Az el6zdleg javasolt
modszerrel kevesebb volt a tévesztés.

Szintvonalak felirdsa utan, probaltam
veliik elképzeltetni egyszertibb esetekben
a feliiletet,de ez meddd probalkozas volt.
Ezért célszeri a feliiletet abrazolni
szamitdgépes alkalmazassal, esetlinkben
a GeoGebraval.

1 L
=0- +X2-* 2 —
y 2y

5 EGY VIZSGAFELADATROL

Az alabbi vizsgadolgozat feladatot
kaptak hallgatoink:

Adja meg az f(x,;y) fliggvény lokalis
szélsoértékhelyeit, nyeregpontjait!

f(xy)=2xy+4xy—y?, (xy)eR? (7)

Irja fel a P(2;1) ponthoz tartozé x és y
valtoz6 szerinti szintvonalakat!

A. Hagyomanyos modon

Meghatarozzuk a derivaltakat: szoktam
a kétvaltozos fuggvényt csak z-vel is
jeldlni

7, =4xy+4y 7z, =2x*+4x-2y
” " (8)
7y, =4y Z,, = A4X+4
z; = 4x+4 7y, =2
Az  els6  derivaltakbol  alkotott

egyenletrendszer megoldasaiként kajuk a
kovetkezd pontokat: P1(0;0), P2(-2;0),
P3(-1;1).

A D(x;y) = -8y —(4x+ 4)2 kifejezésbe
helyettesitve a pontokat a Ps pontban
lokalis maximum van, a P; és P
pontokban nyeregpontjai vannak.

A szintvonalak felirasa:
f(2y)=16y -y’ )
f(x1)=2x* + 4x -1

B. Szemliéltetés GeoGebraval

A parancssorba begépeljiik a fiiggvény
hozzarendelési szabalyat, majd a Nézet
mentiiben valasszuk a 3D-s nézetet.

2. dbra A kétvaltozos fiiggvény, mint
feliilet

A forgatds gombot valasztva tobb
oldalrél is megvizsgalhatjuk a feliiletet és
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a lokalis szélséérték koordinatai is
leolvashatok, szemléletessé valik a két
nyeregpont is.

derivaltak is

A parcialis

3. abra A kétvaltozos fiiggvény a
sz€ls6érték és nyeregpontok
szempontjabol

A szintvonal nem mas mint a feliilet és
sik metszéspontja. A metsz6 sik: y=1. A
sik és a felilet metszésvonalahoz a
GorbeParaméteres|[t, 1, 2t +4t- 1, t, -3, 3]
parancsot kell valasztanunk és rateszi az
alkalmazas a szintvonalat a feliiletre.

4. abra Az x valtozohoz tartozo
szintvonal a feliileten

Az y valtozohoz tartozo szintvonalat a
feliilet és az x=2 sik metszésvonalaként
kapjuk meg. A parancssorba irjuk be :
GorbeParaméteres[2, k, 16k-k? |k, -3, 3].
Sajnos a szintvonal itt csak egy
egyenesként jelenik meg.

5. abra Az y valtozohoz tartozo
szintvonal a feliileten

kiszamoltathatok GeoGebraval. Ehhez a
Derivalt parancsot kell valasztanunk,
majd a szintaxisban elszor a fiiggvény
nevét, majd a valtozét kell irni. Az
algebrai  ablakban  megjelennek a
derivaltak.

. Tobbvaltozds figagvény
------ ® a(x.y) =2 y+dxy —y*
@ bley) =4y
L@ clny) = 4xt4
@ d(x.y) = 4xy +4y
@ elny) = 2x% £ dx—2y
@ flxy) = 4x+4
@ glxy) = 2
‘g altozds filggvény: Derivalife, y] g(x,y):-2|

6. abra Parcialis derivaltak az algebrai
ablakban

A GeoGebra jol hasznalhato a
szemléltetésben, és a derivalas
ellendrzésére is.

6  OKTATASI TAPASZTALATOK

Az altalam javitott 45
vizsgadolgozatban minddssze 8
akadt,amelyben a diadk nem foglalkozott



Conference Paper for MAFIOK 2016.

Obuda University Alba Regia Technical Faculty, Hungary, Székesfehérvar

az adott (7) feladattal. Teljesen hibatlam
megoldas is csak 12 volt.

Altalaban az a tapasztalatunk, hogy
ezzel a tipust feladattal ,valamit
kezdenek” a hallgatok. A tobbség (kb
80%-uk) ismeri a megoldasi 1épéseket.
Az els6 és masodik parcialis derivaltakat
meghatarozzdk. Az egyenletrendszer
felirasa az elso derivaltakbol
megtorténik, bar tobbszor eléfordul, hogy
a sziikséges feltételt nem irjak fel, csak
elkezdik megoldani és a levezetés soran
deriil ki, hogy jol tudjak a feltételt. A
legtobb tévesztés mégis az
egyenletrendszer =~ megoldasa  soran
keletkezik. Az adott (7) példaban
célszerli kiemelni az y valtozot,ennek
hianydban  az  osztasndl = gyokot
veszitenek. Ezért a megoldasok felében,
csak 2 db stacionarius pontot talaltak meg
a megoldas soran a hallgatok.

Hiba szokott még lenni, hogy
elfelejtik” visszahelyettesiteni a
stacionarius pontokat a D-vel jeldlt
kifejezésbe. (Mivel lineéris algebrat nem
tanulnak, nem hasznaljuk a matrix
kifejezést.) Az eldjeleket néha tévesztik,
vagy Osszekeverik, ezért a széls6érték
tipusat  tévesen  allapitjdk  meg.
Tanacsként szoktam mondani, ha f” (ab)

elojele negativ — asszocialjanak a ~
,,Szomoru parabolara”, amelynek
maximuma van. Ha pozitiv az eldjel,
gondoljanak a v ,»mosolygos
parabolara”, annak minimuma van. Es
azért a masodik derivaltat nézziik, mert
egyvaltozos analizisben is a fiiggvény
gorbiiletét a masodik derivalt mutatja
meg. A hallgatok elmondasa szerint ez
segiti 6ket az informacio felidézésénél.

A masik kérdésik volt: Mi az a
nyeregpont? Erre kérdéssel valaszolok:
Lovat lattak mar? Es mar rajzolom is a
tdblara: Nézzik a lovat oldalrdl és
hatulr6l! Ha oldalr6l nézziik a 16 hatat,

—\

7. abra A nyeregpont, mint
»minimax” pont

minimumot latunk, ha hatulrol,akkor
maximumot. Nevezhetjiik a nyeregpontot
»minimax” pontnak is.

Ezen mindig jot deriilnek,de igy
megjegyzik a fogalmat. (A 16 egész o6ran
a tablan marad.)

7 KOVETKEZTETESEK

Bruner fundamentalis, reprezentacios
¢és narrativ elméleteinek elemei egyarant
megjelennek a kétvaltozos fliggvények
analizisének tanitdsa soran.

A hallgatok hianyossagai miatt az
“oktatasi spiral” megfelelé szintjéhez
“vissza kell nytlnunk”. A matematikai
alapok  elsajatitasa  athuzodik a
felsdoktatas szintjére, ezért is fontos
felzarkoztato kurzusok tartasa.
Egyetemiinkén is tartunk ilyen tipusa
felkészitoket didkjainknak év  eleji
felmérés alapjan.

A reprezentaciok, szemléltetések a
tanitas-tanulds folyamatdban mindvégig
fontosak. Ennek egyik eszkoze lehet a
szamitogép. A GeoGebra alkalmazas

mindenki szamara elérhetd, feliilete
konnyen kezelhetd.
A narrativumok, az anekdotazas,

segitik a fogalmak, eljarasok felidézését.
Erre a lovas szemléltetést hoznam
példanak.
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