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Kivonat—Igen sokféle matematikai szoftvert ismeriink, amelyek jol hasznalhaték a mate-
matika tanitasi-tanulasi folyamataban is. Ebben a cikkben 6sszehasonlitunk néhany jel-
lemz6 szoftvert, amelyekben kozos az, hogy ingyenesek, online elérhetdek, és a felsokta-

tasban is hasznalhatoak.

Abstract—We know a lot of Computer Algebra System (CAS) applications. Among other
things, they are useful for studying and teaching mathematics. In this article we compare
some typical CAS software. All of them are free, online and suitable to use in higher

education.

1 BEVEZETES

A matematikai programcsomagokat
(angolul Computer Algebra System azaz
CAS) elsbésorban fizikusok, mérndkok,
matematikusok és rokon szakmak mitive-
161 szamara fejlesztették ki. Feladatuk,
hogy a szakemberek altal konstrualt ma-
tematikai modellek egyenleteit, egyenlet-
rendszereit, differencialegyenleteit stb.
megoldjak, ezaltal a mérnokoket teher-
mentesitsék a hosszadalmas és hibalehe-
tdségekkel teli szamitasi miitveletek alol.

Természetesen nekiink, tanaroknak is
nagy segitség egy ilyen szoftver. Példaul
rogton leellendrizhetjiik, hogy az altalunk
feladott egyenletnek vannak-e megolda-
sai a valos szamok halmazan; illetéleg ha
vannak, akkor azonnal lathatjuk, hogy a
gyokok egész szamok vagy sem. Igen
gyorsan nagyon szép grafikonokat és
abrakat készithetiink, statisztikai elemzé-

seket végezhetiink. A didkok is eldszere-
tettel hasznaljak ezeket az alkalmazaso-
kat, példaul a hazi feladat ellenérzésére
vagy éppen a hazi feladat végigszamolasa
helyett a végeredmény lejegyzésére.

2 METODUS

Osszesen 11 ingyenes online szoftvert
valasztottam ki a kinalatbol. Ezek kb.
felét ismertem, a masik felét internetes
bongészéssel talaltam. Természetesen
ennél joval tobb ilyen rendszer 1étezik, de
ezek voltak a legnépszeriibbek. A keresés
angol nyelven tortént, tehat elképzelhetd,
hogy német vagy spanyol nyelvteriileten
nem ez a 11 alkalmazas hasznélata a leg-
gyakoribb. Magatol értetddéen a nem
ingyenes és/vagy offline CAS szoftverek
esetében sem ez a népszeriiségi illetve
hasznalhatdsagi sorrend.

Ezek utan kivalasztottam 5 olyan teszt-
feladatot, amelyet jellemzden tanitunk a
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felsGoktatasban. Ezeket sorban megoldat-
tam a programokkal, ezaltal attekintést
kaptam tobbek kozott a szoftverek képes-
ségeirdl, a felhasznalo-baratsagukrol, az
adatok bevitelének moddjarol, a végered-
mények megjelenitésének formajarol.

3 A TESZTFELADATOK

A szoftverek képességeit jelentds sza-
mu feladattal vizsgaltam, de ebben a
cikkben csak az 1. abran lathato 5 refe-
renciafeladatot tekintem mérvadonak.
Tapasztalatom szerint a tanulok szdmara
gépi segitség nélkill az els6 probléma
kivételével valamennyi feladat nehéznek
mondhaté még a felsGoktatasban is.

Az els6 feladatot — egy egyszer(i
egyenletrendszert — a legtobb kdzépisko-
las is meg tudja oldani. Az érdekessége
inkabb az, hogy a felsdoktatasban linearis
algebrabol is el6keriil, és hogy tobbféle
lényegesen eltérd modszerrel is nekilat-
hatunk:  Gauss-eliminacio,  Cramer-
szabaly, matrix inverzének megkeresése.
Az 1. abran lathaté konkrét esetben az
egyenletrendszernek egyértelmii megol-
dasa létezik a valos szamok halmazan.

A masodik feladat egy negyedfoka po-
linom szorzatta alakitasa — vagy ami 1¢é-
nyegében ugyanaz — a gyokeinek megke-
resése volt. Tesztfeladatnak olyat valasz-
tottam, amelynek négy kiilonb6z6 valds
gyoke van, de vannak olyan szoftverek,
amelyek képzetes gyokokkel is boldogul-
nak.

A harmadik feladat egy szamsorozat
végtelenben vett hatarértékének kiszami-
tasa volt. Megfelel6 atalakitasokkal és
helyettesitésekkel a hatvany (1+1/2)™
alakra hozhato, igy a végeredmény ¢°.

A negyedik feladat egy helyettesitéses
integralas, az x := 4 sin(u) helyettesitéssel
érhetiink legkonnyebben célhoz. Az 6t6-
dik feladat még ennél is nehezebb, egy

elsérend linearis inhomogén differenci-
alegyenlet kell megoldanunk. Szamitogép
nélkiil az eredmény megtalalasa hossza-
dalmas, az eredeti differencialegyenlet-
hez rendelt homogén differencialegyenlet
altalanos megoldasahoz hozza kell ad-
nunk az inhomogén egyenlet egy partiku-
laris megoldasat.

4 ALTALANOS TAPASZTALATOK

A feladatok megoldasa természetesen
az adatbevitellel kezdédik. Alapvetden
két stratégiat kiilonboztethetink meg: a
karakteres, €s a grafikus adatbevitelt.

Karakteres adatbevitelnél gyakorlatilag
a billentyiizeten elérhetd jeleket hasznal-
juk. Ennek megfeleléen egy kulcsszoval
kezdiink, ami a szamitogép szamara kije-
16li a feladatot (pl. ,,limes”, ,.integrate”,)
majd pedig kovetkezik maga a matemati-
kai képlet. A képletben altalaban csak
egyféle (kerek) zardjelet hasznalhatunk,
de ezeket igen nagy mélységben egymas-
ba agyazhatjuk. Régebben a szorzast a
»¥7 jel jelezte, ma mar ez tobb alkalma-
zasban elhagyhatd. A specidlis jeleket
(négyzetgyok, végtelen, kisebb-egyenld)
valamilyen kulcsszoval, fliggvénnyel,
vagy karakterkombinacioval helyettesit-
hetjiik. Példaul a Maxima-online a 3.
tesztfeladatunkat a kovetkezé alakban
fogadja: limit (((4*x+3)/(4*x-5))"(3*x-
5), X, infinity).

Grafikus adatbevitel esetén egy felso-
rolt jelsorozatbol valaszthatunk példaul
egérkattintassal. Ezutan egy grafikusan
megjelenitett képletben tudunk a megfe-
lelé rubrikékba navigélni, ahova a konk-
rét értékeket azutan be tudjuk irni. (Ez a
beviteli mdéd ismerds lehet azoknak, akik
a Microsoft Word egyenletszerkesztdjét
hasznaltak mar.)
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1. tesztfeladat.

2. tesztfeladat.

3. tesztfeladat.

Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert:

dr 45y -3z = -6
v =2y -2z = 2
20 +3y +Hz = 16

Alakitsuk szorzatta o kovetkezo kifejezést:

20t — 2% — 2622 — 11a + 12

Szamitsuk ki az alabbi hataréricket:

4. tesztfeladat.

5. tesztfeladat.

Keresendd a hatarozatlan integrdl:

Oldjuk meg az alabbi differencialegyenletet:

y' () + y(x) -cosx =sina - cosx

lim

Ap £ 3\ PP
n—oco \ 4dn —5H

/\/ 16 — 22 da

1. abra A komputeralgebra szoftverek tesztelésére hasznalt feladatsor

Valésziniileg az a legjobb megoldas,
ha alkalmazasunk mindkét adatbeviteli
modra fel van készitve. (Tovabbi poziti-
vum lehetne, ha a kulcsszavakat magya-
rul is ,,megértené” a szoftveriink.)

Az adatok bevitele utan a szoftver alta-
laban elkiildi a tennivaldt a szervernek,
amely a szdmitasok elvégzése utan visz-
szakiildi a végeredményt. Ez nyilvan
aktiv és viszonylag gyors internetkapcso-
latot igényel. (Amennyiben offline sze-
retnénk dolgozni, valdszinlleg egy
nagyméretli fajlt kellene a gépiinkon ta-
rolni. Ennek két hatranya van: egyrészt

elézetes telepitést igényelne, masrészt
sok helyet foglalna, ami példaul az
okostelefonokon okozhat gondot.)

Ezutan a bongészénk ablakaban meg-
jelenik a végeredmény. A végeredmény
formatuma is lehet karakteres vagy grafi-
kus. A karakteres eredménykiiras elonye
régebben az volt, hogy konnyebben meg
lehetett jeleniteni és ki lehetett nyomtatni,
de ma mar szinte csak grafikus képer-
nybket és nyomtatokat hasznalunk. Sok
szoftver a valos-valos fiiggvényeket va-
zolja is, itt az értelmezési tartomany meg-
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feleld lesziikitése jelzi a program intelli-
genciajat.

Egyszertibb esetben a matematikai
probléménak egyetlen megolddsa van. A
kiirds szempontjabol bonyolultabb eset,
ha tobb megoldas létezik, illetve ha a
megoldas példaul a valés szamok egy
intervalluma. Egyenlet esetén azonossag-
nak hivhatjuk azt az esetet, amikor az
egyenl6ség minden valds szdmra teljesiil.
Ezt az alkalmazas vagy szdvegesen (an-
golul) kiirja, vagy példaul a kovetkezo-
képpen jelzi: x = x.

Nagyon o6vatosak kell legyiink, ha az
alkalmazas nem ir ki megoldast. Maradva
a gyokok keresése tipusu példanal: lehet-
séges, hogy az egyenletnek a valos sza-
mok halmazan nincs megoldasa, de a
komplex szamok halmazan van. Az is
lehetséges, hogy a komplex szamok hal-
mazan sincs megoldas, végiil a harmadik
eset, hogy a komputeralgebra rendszer
nincs felkészitve a megadott tipust
egyenlet vizsgalatara. Legjobb lenne ezt a
harom esetet is szovegesen, egyértelmtien
jelezni. Sajnos ezt nem mindegyik alkal-
mazas teszi meg, tehat egyes esetekben
nem kiiloniil el egyértelmiien a fenti ha-
rom lehetdség.

A legrosszabb eset az lenne, hogy a
szoftver ad végeredményt, de az helyte-
len. (Ismét csak az egyenletekre hivat-
kozva: gyokos kifejezéseket tartalmazo
egyenléségeknél egyik bevett moddszer,
hogy mindkét oldalt négyzetre emeljiik.
Mivel ez nem ekvivalens atalakitas, ha-
mis gyokat, illetve hamis gyokoket is
kaphatunk.) Szerencsére ilyen a tesztelt
programokkal és feladatokkal nem for-
dult eld.

5 KONKRETUMOK

Sajnos a programok nagyobb része
nem tudta mind az &6t feladatot megolda-

ni. Az 1. tablazat elsd 6t oszlopaban +
jellel jeloltiik, ha kaptunk eredményt;
negativ jellel, ha nem. Lathato, hogy
minddssze négy alkalmazas tudta mind
az Ot feladatot megoldani, viszont ezek
kozil egyik sem mutatja ingyenesen a
megoldas 1épéseit. Ezaltal a hazi feladat
elkészitésekor csak akkor nyujtanak se-
gitséget a hallgatoinknak, ha sikeriil ne-
kik eljutni a végeredményhez. Ezt &ssze
tudjak hasonlitani a szoftver altal meg-
adott eredménnyel.

Egészen mas a helyzet, ha a hallgatok
valahol elakadnak a feladatok megoldasa
soran. Ekkor azoknak a szoftvereknek
veszik hasznat, amelyek a megoldas
modszerét is megadjak, illetve 1épésrdl
1épésre ismertetik a szamitas menetét.

Egyre tobb hallgatonak van okos-
telefonja €és mobilinternet eldfizetése.
Ezért az 1. tablazatban feltiintettem azo-
kat a szoftvereket, amelynek 1étezik a két
leggyakoribb mobil operacios rendszer-
hez készitett applikacidja. (Zardjelben
megjegyzendd, hogy ezekkel a puskazas
lehet6sége 11j, magasabb szintre keriilt. A
telefonokon és okosorakon mar nem csak
statikus tartalmakat tarolhatunk, hanem
ezek mar a problémamegoldas segitésére
is alkalmasak.)

Léteznek mar olyan szoftverek is,
amelyek a matematikai képletek bevitelét
nagyban segitik. A legtobb okostelefon €s
érintéképernyds tablet rendelkezik kéz-
iras felismer6 alkalmazassal. Ezek kiegé-
szitéseként elérheték olyan applikaciok,
amelyek a kézzel irt matematikai képle-
teket is azonositjak. Mas alkalmazasok a
mobiltelefonnal készitett fényképeken
szerepl6 képleteket forditjak at a kompu-
teralgebrai rendszerek szamara érthetd
formaba.
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1. TABLAZAT
NEHANY INGYENES ONLINE KOMPUTERALGEBRA RENDSZER OSSZEHASONLITASA
1(2|3(4|5 a megoldas lépései ios és android app

Cymath ++|-|+]- ingyenes ingyenes
MapleCloud +|+|+|+ |+ - -
Mathics +|+|+|+]|+ - -

Mathpapa -+ - -] ingyenes ingyenes

Mathway ++|-|+]- fizetos ingyenes
Maxima-online |+ |+ |+ |+ |+ - -
Quickmath -+ -+ - fizet6s -

Symbolab ++|+]- |+ ingyenes ingyenes
Webmath -1-1-1-1- ingyenes -

WolframAlpha |+ |+ |+ |+ |+ fizetds fizetds

Yacas Online ++|+]-]- - -

6  MODSZERTANI MEGJEGYZESEK

Mindenképpen kivanatos, hogy példa-
ul egy mérndkjeldlt, vagy gazdasagi
szakember talalkozzon ilyen szoftverek-
kel. Fontos megtanulni a szintaktikat, ami
szerencsére viszonylag egységes. Példaul
a tablazatkezeld rendszerekben is ugyan-
ugy jeloljiik a hatvanyozast (a ,,” jellel)
és ugyanligy agyazzuk egymasba a zaro-
jeleket, mint a komputeralgebra szoftve-
rekben.

Ugyanakkor a végeredmény puszta le-
kérése nem elegendd, a megoldast értel-
mezni is kell tudni. Tisztdban kell len-
niink azzal, mit jelentenek az eredmény-
ben szereplé valtozok, fiiggvénynevek
(pl. exp, cos, arcsin), konstansok (pl. e, i,
m). Hatarozatlan integral és elsdrendi
differencidlegyenlet esetében érteniink
kell a szokésosan ,,C”-vel jel6lt konstans

szerepét. (El6fordul, hogy ezt a konstanst
a komputeralgebra alkalmazas nem is irja
ki.)

Tovabbmenve példaul a negyedik fe-
ladatban szerepldé fiiggvény értelmezési
tartomanya nem a teljes valoés szamok
halmaza, ezt nyilvan a végeredmény ér-
telmezésénél is figyelembe kell venni.
Ebbdl a szempontbodl jobbak voltak azok
a szoftverek, amelyek a végeredményt is
gyokos alakban adtdk meg, talan igy
konnyebb volt a diszkusszio.

Arra mindenképpen alkalmasak ezek a
programok, hogy az otthon O6nalléan
megoldott feladatokat azonnal leellend-
rizziik, mivel az azonnali visszajelzés
inspirald lehet. Ha viszont valahol el-
akadtunk a gyakorlas soran, akkor kizaro-
lag azok a szoftverek segitenek, amelyek
a megoldas Iépéseit is megadjak.
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7  OSSZEGZES

En Ggy itéltem meg, hogy mind a 11
szoftvert érdemes volt megnézni. Minde-
gyik masban erés, mindegyik tud valami
olyat, amit a tobbi altalaban nem: konnyi-
tett adatbevitel, a megoldas 1épéseinek
mutatasa, komplex szamok hasznalata,
szabalyok tanitasa, gyakoroltatas, tobbfé-
le megoldasi modszer kozotti valasztas,
stb. Van, amelyik altalanos iskoléban is
hasznos; van, amely kozépiskolasoknak
megfelelébb; és van, amelyiknek a tuda-
sat a felsdoktatasban is kamatoztathatjuk.
Egyes programoknak a tanarok fognak
jobban 6riilni, masoknak a diakok.

Mindenesetre ha komputeralgebra
rendszert szeretnénk hasznalni, akkor
valdszintileg a kdvetkezd tulajdonsagok-
kal rendelkez6 szoftvert valasztanank:

e Univerzalis, tehat sokféle feladatti-
pussal elboldogul

o Erds, tehat bonyolult megoldasi elja-
rasokat is végre tud hajtani

e Ingyenes

e Hasznalatahoz nem sziikséges semmi-
féle segédprogram, a funkciok egy-
szertien bongészébal elérhetdk

e Okostelefonon is miikodik

e Offline is hasznalhat6

e Nem csak a megoldast adja meg, ha-
nem az ahhoz vezet6 1épéseket is

o Szintaktikdja egyszerti, magatol érte-
t6do

e Az eredmények kiirasa grafikusan
torténik

o Tobbféle megoldasi modszer koziil
valaszthatunk

e Az eredményt tobbféle alakban is ki-
irja

e Az egyenletek, egyenletrendszerek
komplex gyokeit is megadja

e A valds-valos fiiggvényeket grafiku-
san is vazolja

e Magyar nyelven is elérhetd

Tudomasom szerint egyelre nincs
ilyen szoftver a piacon, tehat nekiink kell
eldonteniink, hogy a fenti paraméterek
koziil melyek sziikségesek mindenkép-
pen; és melyek azok, amelyek tekinteté-
ben kompromisszumot kell kdtniink.
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