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Kulcsszavak: Lagrange interpolacié, magasabb résdamtani sorozat, véges differenciak

Kivonat Bemutatjuk, hogyan alakitottuk at a Lagrange ind&igios polinom tanitasat
informatika szakos hallgaték numerikus médszerelzksaban, jobban kihasznalva a lineéris
algebra fogalmait. Emlitlink egy tanithat6é alkalnsazés egy erre vonatkozé elegans targyalas
maodot.

Abstract We show first how we have transformed teaching &age interpolation making
better use of the concepts of linear algebra iwse of numerical methods for informatics
students. We introduce an application that canabgttt in the course and present an elegant
treatment of the topic.

) eljarasoknak is alapjat képgeklasszikus
1 BEVEZETES gondolatok bemutatdsa. A matematikéat

A Budapesti GazdasagbiBkolan (ma oktatdé abban reménykedik, hogy
mar egyetem) 2013szén kezddott a  targydnak legaldbb a hallgatésag tovabb
gazdasaginformatikus képzés. A linearistanulast vélaszté része hasznat fogja
algebra és numerikus médszerek targyakenni. A tankdnyv kivalasztasaban igy
fejlesztése az én feladatom volt. A az is szerepet jatszott, hogy a kurzusban
numerikus mddszerek targy tartalmanaktanultakat zokkefimentesen lehessen
meghatarozasahoz tobb forrast istovabbfejleszteni. A képzés
folhasznaltam. Osszehasonlitottam tobbbeinditdsanak idején Stoyan Gisbert,
hazai Biskola és egyetem elektronikusan Numerikus Modszerek Mérnokoknek és
hozzéaférhdt jegyzeteit. Szempont volt, Programozoknak citn konyve allt
hogy a kurzus nagy részét konnyenrendelkezésre a legtdbb konyvesboltban
beszerezhét tankényvre alapozzuk. [1]. Elég vékony és olcs6 ahhoz, hogy
Mivel a numerikus modszerek targy 1 + néhany hallgaté a polcan akarhassa
1-es, azaz két hetentesatlas és két tudni. A tdbbiekre valo tekintettel a
hetente gyakorlat, igy a félév soran hatkurzus meginditasakor rendelkezésre allt
eldadas hangozhat el, és hat gyakorlatorsajat jegyzet.
talalkozunk. A témak részletes
kifejtésére kevés a lelisteg. Célunk
volt tehat a legfontosabb, modern
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2 ALAGRANGE INTERPOLACIOS Ha X, X, ,...., X, killonbos szamok,
POLINOMRA VONATKOZO FEJEZET
) ) akkor
ATDOLGOZASA " x—x
g (x) = |_|1 : @)
b x —x
A régi valtozatban a probléma folvetését j#i
koveBen azonnal definialtuk a Lagrange is bazis, amibl minden R _[x| polinom
alap polinomokat egyértelntien kikombinalhato.
A X=X 1) Tovabba
q; (x) Dxi “x, @) 1L (x-%), (x=x)dx=x,), ...
j#i (x=x)1(x=x,)L...[(x-x,_,) is bazis,
Folhasznalva, hogy q;(x;) =1 mig hiszen az n = 3, n = 4 esetekhez
- P 2 hasonléan a bézis transzformécio
q;(x) =0 hal # ], belattuk, hogy méatrixa  haromszég  matrix 1
L(x) = Zn: f, oy, (%) (2) determinanssal. igy az oszlop vektorok
i=o fuggetlenek.
olyan legfeljebb n-1 fokd polinom ami
teljesiti  L(x)=f,, j=12..,n N = 3
tulajdonsagot. Ez utan az algebra - X7% (x=x) e, )
alaptételéBl belattuk, hogy a Lagrange 1 =% x, B,
interpolaciés polinom egyértelm a  x 0 = (%, +x,)
legfeljebb n-1 fok( polinomok k&zétt. x> 0 0 1

Ezt kdveben azonnal attértink a Newton [, = 4
rekurzio targyalasara, megemlitve hogy

L(x) eléallithisa az alap polinomok 1ox=% (x=x)(x=%) (x=x)(x=%,)(x=x,)
felhasznalasaval nagyon (lmelet 11 -x %, O, —x, X, O,
igényes. x 0 1 - (%, +%,) XXo XX + X, X

_ ¥ 0 0 1 — (%, +%, +x,)
A Newton rekurziéval L(x)-et X 0 0 0 1

G+ [(x=) .t G [(x =) (X = %)
alakban szeretnénk &llitani. Ennek A determinans széra a fejek lehajlanak,
lehetiségét a  konyvet kowstn de a haromszog matrix emlitésekor a

indukcioval bizonyitottuk. hallgaték fele mosolyogva néz fel. Ezzel
a Lagrange interpolaciés polinom
Az Uj valtozatban ékzor a legfeljebb létezése és egyértelisege biztositott, az

n-1 fokd polinomok terének bézisaival indukciot pedig egyére kikiiszoboltik a
kezdiink. E szerint 1, x, x?,....,x"*  Newton rekurzi6bdl.

tekinthet R [x] természetes bazisanak.
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Kimondjuk, hogy ha p(x) k fokd polinom Félhasznaljuk a Lagrange interpolaciés
értékét legalabb k + 1 helyen adjuk meg,polinomot azi* + 2 + 3% +....+ n*6sszegek
akkor az  alappontokhoz tartozoé kiszamitasara. A magasabb rénd
Lagrange interpolaciés polinom éppenszamtani haladvanyok forditott iranyd
p(x). alkalmazasara Szele Tibor is folhivia a

figyelmet [4] és utal ra Anthony Ralston
Végil mindkét valtozatban bevezetjik az[2].

_ 1 és
[Xk' ----- Xm] = .Zi fi Ejrl X — X Eléadason bevezetjik a sorozatok
- =k X s ) :
ji : magasabb reriiddifferencia sorozatait:
[x]=f, Jeloléseket. Segitségikkel a
. . s e, @) 103 2 5 2 4
Fraser diagram elvét az alabbi két (ba) 2 1 3 3 2
lemmaval igazoljuk: Ko, 3 4 _s 5
3 -
Lemma 1. A fonti jelolésekkel e ! 10 H
R Definidljuk a k rend szamtani
haladvanyokat: b =n®-n+1
Lemma 2. o . "
harmadrend szamtani sorozat:
: [XeorsrreXo] = X X]
Ky geneen ,xm]: .
Xm = X b) 1 1 7 25 61 121
(ab) o 6 18 36 60
A kurzus kollokviumos, a dolgozatban (a2, 6 12 18 24
elméletet nem kérdeziink, am Lemma 1. N, 6 6 6

kénnyli bizonyitasa az anyaghoz tartozik,

Lemma 2. induktiv  bizonyitasat majd belatjuk a kovetkézételt.
melléklet tartalmazza. A dolgozatban két

valtozatot lehetett kérdezni, adja MegTETEL 3. Az .n” valtozé k fokd
L(x)-et az alap polinomok segits€gével yolinomjaval definialt sorozatok k refid
(masodfoku), vagy a Newton rekurziéval ¢, 4mtani sorozatok.

(harmadfoku).

. , . ) A forditott allitast
A valtoztatasnak tobb oka is volt.

Elkerdini a rutint, jobban tamaszkodni az TETEL 4. A k rend szamtani sorozatok

el6z6 ~ félev  linearis  algebrajara, megadhatok az ,n” valtozé k foka
kiterjeszteni a vizsga feladatok koérét, €Spolinomjaként.

bevezetni a kdvetkézalkalmazast.

nem bizonyitjuk, megemlitjik, hogy
induktiv bizonyitasa megtalalhaté Szele

3 EGY TANITHATO ALKALMAZAS . .
Tibor kdnyvében [4].
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Most mér(a, ) sorozathoz definialjuk

+a, +...+a ha n=1
S(n): aO a’.[ n-1 _
0 ha n=0

részletdsszegek
0sszehasonlitjuk Fraser tablaikat.

Ha (an) k fokGl szamtani sorozat, akkor

sorozatat, és

(S(n)) k + 1 fokd szamtani haladvany, k+i sk+3

igy az eballité polinom éppen a

Lagrange interpolaciés polinom. Legyen

p(x) az (an)-et eballito  polinom,
a, = p(n). Jelolie tovabba(x), az
X(x=1.....x—k +1) szorzatot!
)
500
1 p0) Za'p0
1.
Ap@) am p(©O)
2 p@) Zapw e Lo
8p@ .
Lwpk-3
S@pk-2)
Bpk-D
0
miatt

L(x) = Z mJ pOdx), @

mig

Gyakorlaton
1+2°+...4n°
Osszeget éhllité polinomokat.

miatt

S(0)
PO
s 22p0)
PO S2P0)
5@ Y
@ e « il)! @p©)
$2°Pk-2)
S0 SBpk-y
p(k)
Ls(x)=S(0) + z 1), (O ),
)]

Ha tehat

k+1

L =c,+ 3, ¢; ), (6)

akkor

k+1

Lo(x) = Z [ﬂx) (@)

vegil  L()=Sn)  miat
PO +p@ +....+ p(n)=Ls(n+D). (8)

kiszamoltuk az
és 1¥+2°+...+n°

feladatok valtozatosabba tétele

érdekében kérdeztem méar kollokviumi
dolgozatban
hallgaték tdbb mint nyolcvan szézaléka
foglalkozott vele,
tokéletes levezetést adott. Bonyolultnak
tartott algoritmust szivesen tanulnak, mig
egyszeti eljardsok részleteire kevésbé
figyelnek.

ezek (&llitasat. A

harmaduk pedig
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Ha f(n) m rendi szamtani haladvany,

4 AHATTER akkor A™ f(0)=0 ha j=12..

o o m<n értékekre
A tovabbiakban attériink olyan dolgokra,

amik a kurzusba mar nem férnek bele, de  f(n) = Z”:[nj [ f (0)

j6l megvilagitjdk a fént mondottakat, és

tovabbi kévetkeztetésekre vezetnek. Az . Azf(O)
alabbiak Richard P. Stanley konyvén = f@+n&f@+nn-1=—7r"+...
alapulnak [2].

Legyen A egy Abel csoport,
f :Z - Apedig fuggvény. . _ (11)
pontosan m fokd polinomja ,n"-nek.

A a differencia operator,

Af: F |—>) f(n+1)-f(n), n<m mellett is p(n) =

AF = AN n
FO)+NAF Q) +..... dﬂ:ﬂ—f(n)

E oz eltolas operatora, . (12)

Ef: n > f(n+D, igy mar egyszér az interpolacios
polinom megszerkesztése.

| az identitas,

1f: n > f(n). ALLITAS 5. TetsBleges p,,p,,.....p,

szamokhoz megadhatunk legféljebb n
Ekkor A=E-I| miatt az operatorok fokd polinomot, amivel p(j)=p,

kommutalnak, €S minden indexre.
ke — - _1\k-j J
sr=e-yr=Se (e
2p(0) Ap(n-1)
Akf(o)_Z(_l)k J( ]Df(]) 9) &'p(0)
A'p(0)

Ugyancsak érvényes

ugyanis kiegészithét A"p(j) konstans

o _ n _ nn K .
f(N=E"f©0)=(I +4) f(o)—kzo(kJmf(o) vélasztassal gy, hogyp, n foki

) (10)  szamtani sorozat legyen. Ez utan
Most mar TETEL 4. kénnyen

bizonyithato. K (k)
JEDY U @'p)  (13)

i=0
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ALLITAS 6. Ha p(x) m foka polinom

n-1
€s g(n) = ;D(J) ha nz1 aikor
0 ha n=0

sm=> [Tj D p(O)
i=1

A bizonyitashoz csak annyit kell
meggondolnunk, hogy

n

SOEDY (T} D'S(0) » (14)
tovabba A S(n) = p(n) miatt
AS(n) = A p(n). (15)

Példaul: p(j) = j* esetén

0 1 4

miatt S(n) =
2

(g etetet

Emlitsink meg még egy formulainkbol
kiolvashat6 eredményt!

Legyen [n]={12...,n}. Ekkor a
[d]halmaz{fn|-be képe# fiiggvények
szaman®. JelentseS(d, k) a [d] halmaz

k nem Ures osztalyd particidinak szamat,
(n), pedig az
(—k +1) szorzatot!

n
1

n
2

n
3

n(n - ])(Zn - 1)

6
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Ekkor a [d]halmazfn]-be képed

flggvényeket a képterik elemszama
alapjan osztalyozva

n n
[k] [k ! [S(d, k)

nt=>%

k=0

= Z (n), (3(d, k) - 17)
Ugyan akk_or
0= (1) 4 2pO- (9
Ezért
S(d, k) = kl. NpO  (19)

és eballitottuk a maéasodfaju Sterling
szamokat is! Kihasznaljuk itt, hogy ha

k>d, akkor mind A“p(0) és S(d, k)
zérus, igy az 0Osszegzést O0-tdl
végezzik. Ekkor

ax =2 (S<d PR p(f»] )

legfeljebb d fokd polinom végtelen sok

d-ig

zérus hellyel rendelkezik, igy az

egyitthatok megegyeznek.

IRODALOM

[1] S. Gisbert, Numerikus Matematika
Mérnokoknek és Programozoknak,
TYPOTEX, Budapest, 2007.

[2] A. Ralston, Bevezetés a Numerikus

Analizisbe, Miszaki Koényvkiado, Budapest,
1969, pp. 58-68.

R. P. Stanley, Enumerative Combinatorics,
Vol 1, Cambridge University Press, 1997, pp.
36-38.

T. Szele, Bevezetés az Algebraba,
Tankonyvkiadd, Budapest, 1975, pp. 82-87.

(4]



