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Kivonat—Geodézikus poliéderen egy szabalyos test vagy mds konvex poliéder olyan
hiaromszog-lapokkal torténé finomitasat értjiik, amely egy jo gombi kozelitést ad. Egy n-
edrendii geodézikus poliéder rekurzivan definidlhat6 (tetszéleges n > 1 esetére), mint egy
(n — 1)-edrendii geodézikus poliéder haromszoglapokkal torténé finomitasa. Geodézikus
kupolat 1923-ban Walther Bauersfeld tervezett eldszor, de a geodézikus kupolak, valamint
geodézikus poliéderek az 1960-as években Buckminster Fuller népszeriisitésében valtak
kozismertté. A balatonboglari Gombkilaté fémszerkezete egy geodézikus poliéder élvaza.

A Szent Istvin Egyetem Ybl Miklos Epitéstudomanyi Karan tartott Szamitégépes
térgeometriai modellezés kurzusok egyik témakore a geodézikus poliéderek modellezése:
kiilonboz6 szoftverekkel (AutoCAD, Cabri 3D, GeoGebra) modellezziink ezek koziil olyan
poliédereket, melyek esetében, azok magas foku szimmetridja alapjan, geometriai
transzformaciok hasznalataval készithetjiik el a lapjaikat. Ez segiti az épitész hallgatokat,
hogy jobban megértsék a poliéderek és a geometriai transzformaciok tulajdonsagait, és
fejlédjon a térlatasuk.

Abstract—A geodesic polyhedron is a triangulation of a Platonic solid or other convex
polyhedron to produce a close approximation to a sphere. A geodesic polyhedron of order
n can be defined recursively, for every n > 1, by creating it as a refined triangulation of a
geodesic polyhedron of order (n—1). Geodesic domes were invented by Walther
Bauersfeld in 1923, but geodesic domes and geodesic polyhedra, respectively, were
popularized by Buckminster Fuller in the 1960's. In Balatonboglar, the metal structure of
the Spherical Lookout is the edge framework of a geodesic polyhedron.

It is one of the topics in the course *'Space Geometry with Computers™ at Ybl Faculty of
Szent Istvan University to model geodesic polyhedra with different softwares (AutoCAD,
Cabri 3D, GeoGebra), and because we choose among those polyhedra those ones that have
high level of symmetry, therefore geometric transformations can be used to construct all of
the many faces of such polyhedra. This helps architecture students to have a better
understanding of polyhedra and geometric transformations, and to develop their space
vision.
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1 BEVEZETES

A Szent Istvan Egyetem Ybl Miklos
Epitéstudomanyi Karan tartott Szamito-
gépes térgeometriai modellezés szabadon
vélaszthato targy kurzusainak temati-
kajaban nagy hangsullyal szerepel a
poliéderek témakdre.

A 2015/16-0s tanévben a geodézikus
poliéderek modellezése is bekeriilt ezen
kurzusok poliéderekkel foglalkozé tan-
anyagrészébe, mivel épitészeti szem-
pontb6l is érdekes, Onhordd szer-
kezetekkel birnak azok az épitmények,
melyek szerkezete geodézikus poliéder-
nek, vagy geodézikus kupoldnak az
élvaza.

A geodézikus poliéderek olyan, csak
haromszoglapokkal  rendelkezé  poli-
éderek, amelyek gombot kozelitenek meg,
és amelyekre egy megfeleld -eljarast
tobbszor egymas utan alkalmazva, olyan
egyre tobb cstccsal, éllel és lappal
rendelkez6  geodézikus  poliéderek
adodnak, melyek alakja egy gomb egyre
jobb kozelitése. Geodézikus kupolan
pedig olyan, csak haromszdglapokbol allo
poliéderfeliiletet  értiink, amely egy
félgomb (vagy éaltalanosabban egy
gombszelet) gombfeliileti részét kozeliti
meg, tehdt egy geodézikus poliéder
feliiletének olyan darabjat, amely a
poliéder sokszoglapjainak egy rész-
halmaza, és egy egész gombfeliilet helyett
annak csupan egy szelését kozeliti meg.

A ,geodézikus” sz6 a geodézikus
poliéderek nevében arra utal, hogy ezek a
poliéderek egy gombot kozelitenek meg,
melynek geodézikus (elterjedtebb magyar
forditasban: geodetikus) vonalai a fo-
kordk, mig az ilyen poliéderek élei f6kor-
ivek kozelitései, és a megfeleld eljaras
ismételt alkalmazasdval, ahogy egyre
jobban kozeliti az eredményiil kapott
geodézikus poliéder a gombot, adott

hosszsagt fokorivek egyre tobb ¢élbol
allo  kozelitéseként jelennek meg a
geodézikus poliéder bizonyos éleinek
sorozatai.

Ezeknek a poliédereknek, ill. kupo-
laknak a szamitogépes modellezésekor
olykor hatékonyan lehet alkalmazni
geometriai transzformaciokat, mivel ha
szabalyos test vagy archimédeszi test lap-
haldjanak finomitasaként készitiink el egy
geodézikus poliédert, akkor egy megfeleld
poliéderrész elkészitése utan, alkalmasan
(a kiindulasi test szimmetriaihoz tartozo)
valasztott  forgatasokat, tlikrozéseket
alkalmazva az egész geodézikus poliéder
felszinét megkaphatjuk.

Ezaltal geodézikus poliéderek készitése
kézben a  hallgatok  elmélyithetik
ismereteiket a geometriai transzformaciok
témekorében és a poliéderek tobb tulaj-
donsagat is jobban megismerik.

2 POLIEDEREK AZ EPITESZ
HALLGATOK GEOMETRIA OKTATASABAN

A Szamitogépes térgeometriai model-
lezés targy épitész hallgatoi korabbi
tanulmanyaik alapjan mar altalaban jol
ismerik a szabalyos testeket, és alapozd
CAD kurzuson azok modellezését is
elsajatitottak. A térgeometria kurzuson
mindezen tilmenden, megismerkednek az
archimédeszi testekkel és a Johnson
poliéderekkel, valamint azok CAD
modellezését is megtanuljak: szabalyos
sokszoglapok megfeleld (térben kiszer-
kesztett) szogben wvald felhajtasaval
készitik el ilyen poliédereknek a cstics-
alakzatait. Elsajatitjak azt is, hogy ehelyett
szelések (csonkolasok) és eltolasok
(testek vagy lapok eltolasai) is alkalmaz-
hatok bizonyos archimédeszi testek
elkészitésekor, alkalmasan valasztott
szabalyos testbol kiindulva. Archimédeszi
testek cstcsait felhasznalva egymast
metsz6 sokszdglapok vagy csillagsok-
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szoglapok csucsaihoz, uniform csillag-
poliéderek készitése is szerepel a
térgeometria tantargyi tematikaban.

A hallgatok altal a szabalyos testekre
mar megismert dualitds  fogalmat
kiterjesztjik archimédeszi poliéderek
dualis poliédereinek a meghatarozasara is,
polaris poliéderiiket elkészitve el6allit-
hatok ilyen poliéderek is.

A kurzusokon a CAD modellezés
AutoCAD szoftverrel torténik, emellett
dinamikus geometriai szoftvereket (Cabri
3D, GeoGebra) is hasznalunk poliéder-
modellezésre. Ez utdbbi esetekben a
szabalyos testek mar elérheték kozvetlen
paranccsal, illetve a szoftverre sajatosan
jellemz6 eszkdzokkel is kombinalhatjuk
az emlitett poliéderek elkészitését (lapok
felhajtasat, vagy poliéderek szelését,
esetleg testek, lapok eltolasat), pl. Cabri
3D esetében konvex burok eszkoz is
hasznalhatd, GeoGebra esetében pedig
objektumok (pl. csucsok, lapok) sorozata
készithet6 el akar egyetlen paranccsal.

Egy poliéder laphaldjanak dinamikus
kinyitasa/becsukasa is megvalosithatd a
nevezett dinamikus geometriai szoft-
verekkel — akar egy ennek megfeleld
eszkoz behivasaval (pl. a Cabri 3D-ben
konvex poliéderek esetén, GeoGebraban
pedig gula, hasab, szabalyos testek esetén
hasznalhaté ilyen eszkoz vagy parancs),

akar a felhasznalo altal elkészitve,
sokszoglapok  megfeleld  forgatasait
megvaldsitva, a forgatdsi szogeket

alkalmasan valtoztatva.

3 A GEODEZIKUS KUPOLAK ES
GEODEZIKUS POLIEDEREK TORTENETE

Geodézikus kupolat els6ként Walther
Bauersfeld tervezett a jénai
planetariumba, amelynek els6 verziojat a
Zeiss Miivek egyik épiiletének a tetejére
épitették  1923-ban, majd ezutan egy
nagyobb, szintigy geodézikus kupolaval

rendelkez6, de  Onallo  épiiletben
elhelyezett planetariumot is tervezett, ez
1926-ban nyilt meg a latogatok elott

A geodézikus kupoladk és geodézikus
poliéder szerkezetli épiiletek Richard
Buckminster Fuller népszerisitésében
valtak kozismertté, 6 valosziniileg
Bauersfeldt6l figgetleniil ujra felfedezte a
geodézikus kupolakat, valamint a geodé-
zikus poliédereket, és az azokra lehet-
séges tobbféle elkészitési eljarast is
szisztematikusan feltérképezett. Az 1940-
es évek masodik felétél foglalkozott ezzel
a témakorrel, és 1954-ben az USA-ban
szabadalmaztatott is bizonyos tipust
geodézikus kupolakat. Tovabb4, az altala
alapitott cégeken keresztiil tobb ezer,
geodézikus kupola és geodézikus poliéder
szerkezetli  épiilet  megvaldsitasaban
kozremitkodott. Az 1960-as években volt
a geodézikus kupolak ¢és poliéderek
fénykora, pl. az 1967-es Montreali Expo
amerikai pavilonja is egy Buckminster
Fuller tervei alapjan késziilt geodézikus
kupola volt.

A balatonboglari  Xantus  Janos
Gombkilato fémszerkezete egy
geodézikus poliéder élvaza, ez a Kadar
Istvan altal az 1963-as BNV-re tervezett
Magyar Atomium, a belfoldi idegen-
forgalom pavilonjanak a haromszog-
lemezekt6l megfosztott, és Varosligetbol
Balatonboglarra  szallitott ~ szerkezete,
melyet az 1958-as Briisszeli Vilagkiallitas
jelképévé valt Atomium ihletett. A
Gombkilatd poliéderszerkezete az tn.
geodézikus dodekaéder L2 poliéderének
felel meg (Id. 4. fejezetet), 240 harom-
szoglapbol, 360 élbdl és 122 cstcsbol all.
Négyféle hossztsagu €l alkotja az élvazat,
ezek kétféle haromszdglapot hataroznak
meg. A leghosszabb ¢l a legrovidebb élnél
kb. 16%-kal hosszabb csupan. A poliéder
mindegyik cstcsdban 6 ¢l talalkozik,
kivéve 12 cstcsot, amelyekben pontosan 5
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¢l talalkozik - ezek egy szabalyos
dodekaéder csucsainak az iranyaban
helyezkednek el.

Egy, a témakorhoz kapcsolodd poli-
édertipust alkotnak az un. Goldberg
poliéderek. Goldberg poliéderen olyan
poliédert értiink, amelynek ikozaéderes
forgasi szimmetridja van, minden lapja
0tsz0g vagy hatszdg, és egy csucsban
harom lap taldlkozik. A geodézikus
poliéderek koziil soknak a dudlisa
(pontosabban: polaris poliédere) egy
Goldberg poliéder, pl. amikor ikozaéder
vagy dodekaéder alaptestbdl indulunk ki,
¢és az ikozaéderes forgasszimmetriat és
konvexitast megérizzik a geodézikus
poliéder lapjainak finomitasa soran, akkor
ilyen poliédert kapunk, tehat a geodézikus
dodekaéder Ln és geodézikus ikozaéder
Ln ilyen poliéderek 1 < n < 3 esetén (Id.
4. fejezetet az ilyen poliéderek leirasaért).

A kémiaban is feltiinik bizonyos (a
nanotechnologiaban alkalmazhato)
molekuldk kapcsolata a geodézikus
poliéderekkel: a  fullerének olyan
molekulak, melyek gombhéjszerkezetiiek,
azaz egy gomb feliiletéthez kdozel
elhelyezkedd atomokkal rendelkeznek,
elég nagy ires térrészt kozrezarva —
ezeknek a molekulaknak sok érdekes
tulajdonsaguk van. Az els6ként talalt ilyen
molekula, a Buckminsterfullerén-C60
(amely  focilabda  alaka)  1985-6s
felfedezéséért 1996-ban kémiai Nobel-
dijat kapott H. Kroto, R. Curl és R.
Smalley. Azdéta mar talaltak olyan
fullerént is (a C240 jeliit), amely 240
atombdl 4all, és szerkezete a Gombkilatod
geodézikus poliéderének dualisa, amely
egy Goldberg poliéder.

4 GEODEZIKUS POLIEDEREK ES
GEODEZIKUS KUPOLAK KONSTRUKCIOI

Egy n-edrendii geodézikus poliéder
rekurzivan  definidlhaté  (tetszdleges

n = 1 esetére), mint egy (n — 1)-edrendii
geodézikus poliéder haromszoglapokkal
torténé finomitasa. A kovetkez6kben
néhany eljarast mutatunk n-edrendt
geodézikus poliéderek elkészitésére, és
ezeket a poliédereket azonositjuk hatarold
lapjaiknak £,, csaladjaval.

Legyen c egy B gomb kozéppontja, és
legyen H egy haromszoglap, ¢ € H. m(H)
legyen az a haromszoglap, melynek
csucsai H csucsainak a ¢ pontbdl a B
gomb felilletére vetitett képei. Ha L
haromszdgek egy csaladja, akkor legyen
(L) = {n(H)| H € L}.

Legyen P, egy konvex poliéder,
ceintPy € B, ahol intP, jeloli P,
belsejét (pl. P, lehet egy B-be irt
szabalyos test vagy archimédeszi test).
Legyen L, a P, poliéder lapjainak a
csaladja.

Bontsuk fel az £, minden egyes
haromszogt6l kiilonboz6é lapjat a lapok
stlypontjaibol, mint kézos csucsbol annyi
haromszdgre, amennyi a lap oldalszama.
Legyen L az igy keletkezett haromszog-
ek és L, aromszdglapjaiak az Ossze-
ségének a csaladja. Legyen £, = w(Lg).

Tobbféle eljaras is létezik, mellyel n-
edrendii geodézikus poliédert
készithetiink egy (n — 1)-edrendii, csak
haromszdglapokat tartalmazé geodézikus
poliéderb6l, most csak a  két
legegyszeriibbet emeljikk ki: Mindegyik
esetében eldszor az (n — 1) —edrend
geodézikus poliéder lapjait bontjuk fel
kisebb haromszogekre, majd ezeknek a
csucsait modositjuk ugy, hogy mindegyik
a B gomb feliletén legyen. A két
eljarashoz tartozo lapfelbontasok:
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1. dbra Az 1. eljaras szerinti haromszog-

felbontas és gombi vetités gomb belsejé-

ben, ill. gdmb hataran levé haromszog-
csticsok esetén.

2. abra A 2. eljaras szerinti haromszog-

felbontas és gombi vetités gdmb belsejé-

ben, ill. gdmb hataran levé haromszog-
csticsok esetén.

1. Egy haromszoglap oldalfelez6 pontjait
berajzolva négy, az eredeti haromszog-
lappal hasonlé haromszdgre bontunk fel
egy haromszoglapot.

2. Egy haromszoglap oldalfelezé pontjait
és sulypontjat berajzolva hat olyan kisebb
haromszogre bontjuk fel a haromszog-
lapot, melyeknek az egyik cstcsa a
haromszoglap valamelyik cstcsa, masik
csticsa egy oldalfelez pontja, harmadik
csucsa pedig a sulypontja.

Az 1. vagy 2. haromszogfelbontasi
eljarasok valamelyikét az £,,_; lapcsalad
(n=1) minden -elemére elvégezve,
haromszoglapoknak egy L;_; csaladjat
kapjuk. Legyen £, = w(£L,_,). Ezzel az
n-edrendli geodézikus poliéder rekurziv
definidlasat befejeztiik, mivel a poliédert
azonositjuk a hataroléo lapjainak L,
csaladjaval (tetszéleges n = 1 esetére).

Ha ugy kapunk n-edrendi geodézikus
poliédert, hogy csak az 1. eljarast

alkalmazzuk, akkor Ln tipusu geodézikus
poliéderrdl beszéliink, ha pedig csak a 2.
eljarast alkalmazzuk, akkor LnT tipusu
geodézikus poliéderrdl, 1d. [1]. A tobbi
eljaras felsoroldsa megtalalhato [2]-ben
(Id. még [3]).

3. abra Geodézikus ikozaéderek
L3 és L3T.

Ha van olyan sik, mely kettészel egy
geodézikus poliédert 1igy, hogy nem
metsz bele egyik lapjanak a relativ
belsejébe sem, akkor az igy keletkezett
részek geodézikus kupoldk (a klasszikus
esetben, amikor félgdmbhoz tartozo
kupolat tekitiink, éppen a gdmbkozép-
ponton atmend sik szeli ketté a geodézikus
poliédert, de ilyen sik nem mindig
1étezik).

GOombot  kozelitd, csak haromszog-
lapokkal rendelkezé poliéder esetén az
idedlis eset az lenne, amikor csak egyféle
¢élhossz fordul el6 az élek esetében (mert
ekkor a legegyszerlibb az élszerkezet
megvalositasa). Ekkor a poliéder minden
lapja szabalyos haromszog lenne. Az ilyen
poliédereket deltaédereknek nevezik, és
ismert, hogy csak véges sok (nevezetesen
8) ilyen poliéder 1étezik, pl. legfeljebb 20
csucsuk lehet. Tehat, ha gdmbnek
akarmilyen  jo  poliéderkozelitésére
szeretnénk konstrukciot adni haromszog-
lapt poliéderekkel, akkor biztos, hogy
legalabb kétféle élhosszusag fog szerep-
elni a poliéder ¢élhosszai kozott 20
cstcsszam folott.
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5 GEODEZIKUS POLIEDEREK
MODELLEZESE

Az egyes szoftverek  esetében
sajatsagos problémdk jonnek el6 a
geodézikus poliéderek modellezésekor,
illl. egyes fogasok sokkal konnyebben
megvalosithatok bizonyos szoftverekkel,
mint masokkal.

AutoCAD szoftver esetén nehézkes a
gombre vetités, ehhez gdmb és félegyenes
metszéspontjat kell —megszerkeszteni.
Azonban a gOmb sugaranak és a
félegyenes iranyanak ismeretében a
metszéspont konnyen megszerkeszthetd.

Cabri 3D esetén nincs lehet6ség tobb
tobb transzformaciora egy 1épésben (ld.
mint a polaris kiosztas AutoCAD-ben,
vagy a listamiiveletek GeoGebraban).
Csucsok vagy poliéderek konvex burka
ellenben kénnyen képezhetd, de vigyazni
kell, mert az LnT tipusi geodézikus
poliéderek nem mindig konvexek!

A GeoGebra az alappoliédereken
(hasab, gula, szabalyos testek) kiviil mas
poliédert nem tud kezelni poliéderként, de
sokszoglapok listajaként lehet kezelni
ezeket. Poliéder sikkal valo szelését sem
ismeri a Geogebra, de sokszdglapokat
lehet sikkal metszeni.

6  OKTATASI TAPASZTALAT

A Szamitdgépes térgeometria kurzusok
hallgatéi a 2015/16 tanévben szivesen
foglalkoztak geodézikus poliéderekkel,
pedig hazi feladatot is kaptak ebbdl a
témakorb6l.  Altalaban  Cabri 3D
szoftverrel dolgoztak a legszivesebben,
még ha itt egyesével is kellett minden
transzformmaciot végrehajtani az egész
poliéder elkészitéséhez (de szerencsére a
konvex burok képzés lehet6sége miatt
egyre nagyobb és nagyobb poliéderrésszel
dolgozhattak). Meglepédtek, amikor egy

LnT tipust geodézikus poliéderre az jott
ki, hogy nem konvex (ekkor a konvex
burok képzést Ovatosan, megfeleld
poléderrészekre lehetett csak alkalmazni
Cabri  3D.ben). Mindegyik hasznalt
szoftverre igaz volt, hogy tobb szaz lapt
geodézikus poliédert lehetett velik
aranylag kényelmesen elkésziteni, de a
sokezer lap nagysagrendii poliéderek
modellezése mar szoftveres problémakba
utkozott. A térbeli  szerkesztés soran
tigyelniiik kellett ra, hogy a poliéder
lapjainak minden oldalat masik lap
hatarolja, és két lapnak ko6zos éle vagy
ko6z0s csucsa lehet, mas kozos résziik nem
lehet. A hallgatok valtozatosan hasznaltak
forgatasokat, sikra, egyenesre és pontra
vonatkoz6 tiikrozéseket a geodézikus
poliéderek elkészitéséhez, sokszor azt is
figyelembe véve, hogy egy adott szoftver
esetén egy bizonyos nézetben melyik a
legkdnnyebben megvalosithaté miivelet.

7 KONKLUZIO

Osszeségében hasznosnak gondolom a
geodézikus poliéderek témakorének a
bevonasat a tantargy tematikajaba, a vald
¢élethez és az épitészethez vald kdzvetlen
kapcsolata miatt, wvalamint mert a
hallgatok szamara a poliéderek és a
geometriai  transzformaciok tulajdon-
sigainak jobb megértésére, és térbeli
modellez6 munka révén a térlatasuk
fejlesztésére adott lehetdséget.
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