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Kivonat—A kombinatorika tanitasanak nagy hagyomanya van Magyarorszagon. Ennek
ellenére az egyetemektdl olyan visszajelzéseket kapunk, hogy a tanulék nem tudjak a
kombinatorikat. Kutatasomban osztalytermi koriilmények kozott keresem a valaszt arra,
hogy mik lehetnek az okok, és hogyan tudnék segiteni a tanitvanyaimnak. Elméleti
hattérként a Bruner-féle reprezentacios szinteket hasznalom kozepes tanari vezetéssel. A
tanulék azonnal és folyamatosan visszajelzéseket kapnak munkajukrol. A kognitiv terhelés
elmélet és a tanulds elmélet legijabb eredményeit is figyelembe veszem.
Ebben a cikkben arroél irok, hogy hogyan fejlodott egy atlagos képességii és egy tehetséges
tanulé az utobbi két évben. Ez az iras a “ProMath 2015, September 03rd to September
05th, 2015 University of Halle-Wittenberg, Faculty of Educational Sciences” és a
“MIDK?2016. Pozsony, 2016. Januar 23. ,, modszertani tanacskozasokon elhangzott
eléadasaim alapjan késziilt és a 2016. majus- juniusban elvégzett kutatasaimat mutatja be.

Abstract—The combinatorics of teaching has a long tradition in Hungary. Despite this, we
get such feedbacks from universities that learners do not know the combinatorics tasks. In
my research, | am looking for answers to classroom conditions to what could be the reason
and how can | help my students. | use the theoretical background of Bruner's
representational levels with medium teacher's guide. Students receive immediate and
continuous feedbacks about their work. | take into account the cognitive load theory and
the results of the latest learning theories also. In my paper, | would like to talk about how
to develop a math gifted, and average abilities student, in the last two years. This
presentation based on of "ProMath 2015, September 03rd to September 05th, 2015
University of Halle-Wittenberg, Faculty of Educational Sciences" and "MIDK2016.
Bratislava, January 23, 2016, ""'methodological presentations at conferences. | present the
most recent research work, which is carried out in 2016 between May and June.

Keywords: Combinatorial development of thinking in secondary school, Bruner's
representational levels, cognitive load theory
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1 BEVEZETES

A kombinatorikus szemléletmodd és a
feladatmegoldd modszerek formalasa
mar az 6vodaban megkezdddik, s foly-
tatodik az also és felsé tagozat minden
osztalyaban [1].” Igy irtak V. Balogh et
la. 1982-ben a hazai kombina-
torikaoktatasrol az altalanos iskolai ta-
naroknak. Napjainkban is ezt a hagyo-
manyt kovetjik Magyarorszagon. Az
ovodaban mar elkezdjik a kombinato-
rikus szemléletmddot kialakitani, és a
kozépiskolaban is folytatjuk. A matema-
tika érettségi vizsgan is vannak kombina-
torikus gondolkodast és kombinatorikus
feladatmegoldasi modszereket szamon
kér6 feladatok. Mégis a foiskolakrol,
egyetemekrdl olyan visszajelzéseket ka-
punk, hogy a hallgatok nem minden
esetben értik a kombinatorikat.

A mi kozépiskolank, a Paksi Vak
Bottyan Gimnazium, ahol a valaszokat
keresem, egy kis létszamu iskola. 391
diak tanul itt. Egy 6 évfolyamos és két 4
évfolyamos osztalyunk van parhuza-
mosan, egy évfolyamon. Az osztalyok
Osszetétele a matematikai tehetséget
tekintve kiilonféle. Bar a matematikat
csoportbontasban tanitjuk, ami azt jelenti,
hogy egy csoportban 12-16 tanulé tanul
egylitt, egy tehetségesebb €s egy kevésbé
tehetséges csoportban, mégsem tudunk
homogén képességii csoportot kialakitani.
Egyiitt tanitjuk a nagyon tehetséges és az
atlagos képességii tanuldkat. Raadasul
tanitvanyaim is kiilonbozéképpen viszo-
nyulnak a kombinatorika témakoréhez.
Vannak, akik szeretik, mert otthonosan
mozognak a sokféle, mas-mas meg-
fogalmazast feladat kozott, és vannak
olyan tanulok is, akik negativ érzelmiiket
nyilvanitjdk ki, amikor meghalljak, hogy
kombinatorikardl lesz sz6 a tanéran. Az

is eldfordul, hogy a matematika mas
teriiletein  atlagosan teljesitd tanulok
ebben a témakorben kimagaslo telje-
sitményt nyugjtanak, illetve az is, hogy a
kombinatorika a jo képességii tanuloknak
gyengébben megy. Példaul a 12. osz-
talyos, matematikabdl jeles tanuld Sz. A.
(A tanuldk nevét neviik kezddbetiijével
jelolom.) ezt kérte ,, A mi csaladunkban
senkinek sem megy jol a kombinatorika.
Hagyjuk az ismétlést az évvégére, hatha
emlékszem még valamire az érettségin!”
(2013. szeptember)

A modern képalkotd eljarasok segit-
ségével (fMRI) M. O’Boyle a Texas
Tech University munkatarsa azt vette
észre, hogy problémamegoldas kozben a
matematikabodl tehetséges tanulo, a 13
éves S.M. agyteriileteinek tobbszorosét,
kb. Otszordsét-hatszorosat hasznalja az
atlagos képességli tanulokhoz viszo-
nyitva. Mik lehetnek tehat az okok?
Hogyan segithetnék a tanitvanyaimnak,
akik 12 és 18 éves koruk kozott tanulnak
Gimnaziumunkban?

2 AZELMELETIHATTER

A. A Bruner féle reprezentdcios szintek

Bruner haromféle reprezentacios sikot
kiilonboztet meg. (Bruner, 1961)

Az enaktiv sikon az ismeretszerzés
egy cél elérésének érdekében konkrét
targyi  tevékenységek, cselekedetek,
manipulaciok révén megy végbe.

Az ikonikus sikon az ismeretszerzés
szemléletes képek, illetve elképzelt
szitudciok segitségével torténik.

Szimbolikus sikon az ismeretszerzés
matematikai szimbolumok ¢és a nyelv
segitségével torténik.
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Nemcsak a fiatalabb, hanem ,az
idésebb  tanuloknal is  lényegesen

Cognitive architecture of the mind

memoriara nehezedik. A problémaadatok
struktarajatol, belsé komplexivitasatol

[Visuatapadal |
sketchpad (mner
eye)

Ficure 1 Memorv and workine memorv

1. abra Memoria és munkamemoria [4]

hatékonyabba tehetd a tanulasi folyamat,
ha tudatosan valtoztatjuk a reprezentacios
modokat, és igy a reprezentacios modok
izomorfiaja is vilagossa valik [2].” Itt a
reprezentacios szintek tudatos valtoz-
tatasa mellett azt is fontos megem-
liteniink, hogy a minimalis tanari vezetés,
mint a felfedeztetd tanitas eszkéze nem
elegendd a hatékony tanulashoz. A masik
véglet a maximalis tanari vezetés, vagy a
tanari el6adas sem a leghatékonyabb
modszer. P. A. Kirschner, J. Sweller és
R. E. Clark szerint nem hagyhatjuk
figyelmen kiviil memoériank jellemzéit és
funkcioit sem [3]. A human kognitiv
architektrat az 1. abran Atkinson és
Shiffrin (1968) (Kirschner, Sweller and
Clark, 2006) memoéria modelljén
vazlatosan mutatom be, melyet kiegészi-
tettem A. Baddelay munkamemoria
modelljével.

B. Kognitiv terhelés elmélet

A matematika tananyag elsajatitasa
azonban  kognitiv  terhelést  okoz
tanuloknak. A terhelés foként a munka

fliggd  terhelést nevezzik  belsé
(lényegi)kognitiv terhelésnek (intrinsic
cognitive load). Itt csak a probléma

adatok bels6 természetére vagyunk
tekintettel, fiiggetleniil attol, hogy
milyen oktatdsi modszereket alkal-

mazunk. A belsé kognitiv terhelés
mértéke a problémaadatok részekre

bontidsaval, és elbzetes ismeretek
megadasaval csokkenthetd. A probléma-
adatok prezentalasi modjatol  fiiggd
terhelést  kiilsé  (idegen)  kognitiv
terhelésnek (extraneous cognitive load)
nevezzik. A terhelés képek, grafikonok,
mintapéldak hasznalataval csokkenthetd.
“A Dbels6 és kiilsé6 kognitiv terhelés
additiv. Ezek egyiitt hatarozzak meg a
teljes kognitiv terhelést, amelyet a
tananyag szab ki azaltal, hogy meg kell
tanulni [5]”. (J. Sweller) A tanulashoz,
problémamegoldéashoz sziikséges
sémakat, automatizmusokat a munka
memoriabol kell meritenie a tanulonak.
A hosszi tavii memoridban tarolt
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sémaknak a munka memoridban meg
kell jelenniiik, hogy a tanulok ezeket
felhaszalhassak a tervezésben és a
tudatos gondolkodasban. A  munka
memoria kapacitasanak egy részét
lefoglaljak és ezzel generativ kognitiv
terhelést  (germane  cognitive load)
hoznak létre. Ez a terhelés ugy csokken,
ha kisebbé valik a belsé és a kiilsd
terhelés és tobb hely marad a munka-
memoriaban.

C. A kombinatorika

“A kombinatorika a matematikanak az az
aga, amely a véges halmazok numerikus
problémaival foglalkozik. Feladata, hogy
az adott elemeket meghatarozott szabaly
szerint csoportositsa és a csoportok
szamat meghatarozza.” (V. Balogh et al.,
1982) A feladat nagyon egyszeriinek
tiinik. Minddssze annyi, hogy szamoljuk
Ossze a csoportokat a probléma meg-
oldashoz sziikséges szabalyok alapjan.
(2. abra) A feladat azonban a tanulok
szamara nagy kognitiv terhelést jelent.
Sok a hibazasi lehetéség. A munka-
meoria kapacitasa gyakran nem elegendo
a feladatok megoldasahoz.
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2.abra Kombinatorikus
Osszeszamlalas

Végeredmeény, szam
—

vagy képlet, reflexio

3  AKUTATASI HIPOTEZIS

A kiilonbdzé reprezentdciok tudatos
valtogatasaval folyamatos visszajelzést
alkalmazva fejleszthetd a kombina-
torikus gondolkodas.

4  AKISERLETROL

A. A tanulocsoport

Heterogén  matematikai  képpességili
tanuldcsoportban tanitom a matematikat
a kisérletben résztvevé 13 tanulonak (6
fin és 7 lany) 2012 szeptembere 6ta, akik
a hatosztalyos képzési forma didkjai.
Jelenleg 10. osztalyosok, 15-16 évesek.
Koziilik 3-an szeretnének matema-
tikabol felvételizni a fOiskolara, egye-
temre. Egy kivalo képességli tanulo (F.
M.) a mérndki palyat valasztja. Mate-
matika versenyeken vesz részt és a 2014.
évi orszagos kompetencia mérésen a
legfelso szinten teljesitett. Ugyanezen a
felmérésen volt atlag alatt teljesitd tanulo
is. A tanulok 8. osztalyban elbtesztet
irtak, amelynek tapasztalatai szerint a
legjobban teljesit6 tanulo (F.M.) meg-
értette a szoveges feladatokat, a végére
ért azoknak. Végeredményei nem
minden esetben voltak pontosak. Néhany
csoportot kihagyott a végsd Ossze-
szamlalasnal. A kevésbé jol teljesitd
tanuld (S.B.) nem minden feladatot értett
meg. Megoldasainak nem voltak vég-
eredményei, Csak néhany konfiguraciot
sorolt fel, nem talalta meg az Gsszeset.

B. Az osztalyteremben végzett munka

A témat manipulativ tevékenységgel
kezdjiik. Példaul az osztalyteremben a
gyerekek a kirakott székekre kiilonboz6
sorrendben iilhetnek le. A szamjegyeket
cédulakra irjuk fel és igy képeziink
kiilonbozo feltételek mellett szamokat.
Kalapbdl huzunk. (enaktiv szint) Az
ikonikus szintre szisztematikus Ossze-
szamlalds, fagrafok segitségével tériink
at, majd ezutan a szimbolikus sikon
kozos megbeszélés és pontositds utan
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szamokkal is megadjuk a végeredményt.
(1. kép) A tanulok lehetGséget kapnak
arra is, hogy feladatokat alkossanak.

1. kép Az osztalyban

C. Egyéni, par és csoport munka

A kombinatorika tananyagot minden
tanulonak egyénileg kell megtanulnia, de
tudunk segiteni.

A tanulokbol parokat alkotunk. Meg-
beszélhetik egymassal a feladatokat a
tarsak, és akik el6bb készen vannak,
felallhatnak és atmehetnek masoknak
segiteni. Adhatnak fel egymasnak fel-
adatokat. Ez a munka zajjal jar egyiitt,
ami kiils6 kognitiv terhelést okoz. Ezért
kiilon utasitasként hangzik el, ha azt
szeretnénk, hogy a tanulok onalléan
dolgozzanak. ,,Maradjunk cséndben,
mert gondolkozunk!”

Nagyobb 3-3-3-4 {6s illetve 4-4-5 {0s
csoportokban akkor dolgozunk, ha
Osszefoglalas van. Tanarként tigyelek
arra, hogy a megoldésokat kézdsen
megbesz¢Eljiik és a helyes, pontositott
végeredmények a tanul6 flizetekbe
bekeriiljenek.

D. 10. osztaly kombinatorika zaroteszt

I rész
1. Van négy szamjegyiink az 1, 5, 6, 9.
Hany kiilonbozé  kétjegyli  szdmot
alkothatunk beldliik, ha a keletkez6

szamokban nem lehetnek  azonos
szamjegyek?

2. Van négy betink A, A, B, B.
Hanyféleképpen rakhatjuk sorba ezeket,
ha mind a négy betiit felhasznaljuk?

3. Hanyféle sorrendben iilhet le egymas
mellé Anna, Béla, Cecilia és David?

4. Van négy szamjegyiink a 3, 6, 7, 8.
Hany kiilonbozé  kétjegyli  szamot
alkothatunk bel6lik, ha a keletkezd
szamokban lehetnek azonos szamjegyek
is?

5. Négy tanulo kozil (Anna, Balazs,
Csaba, Dora) harmat hanyféleképpen
valaszthatunk ki, ha a haromf6s
csoportban a sorrend nem szamit?

6. Négyféle szinli golydé van egy
kalapban arany, barna, citromsarga,
piros. Mindegyikbdl legalabb kettd.
Belenytlunk a kalapba és kivesziink

egyszerre  kett6t.  Belenézink a
markunkba, és lejegyezziik, hogy mit
markoltunk  ki.(Ilyenkor a  golyok
sorrendje nem szamit.) Hanyféle
lehet6ség van?

I rész

7.A0,2,3, 4,5 szamjegyekbdl legalabb
haromjegyii szamokat képeziink. Minden
igy kialakitott szamban egy szamjegy a
megadottakbol csak egyszer fordulhat
el6. Hany  kilénbozé,  legalabb
haromjegyii szamot kaphatunk igy?

8. Elmegyiink egy cukraszdaba, ahol hat
kiilénboz6 izt fagylaltot arulnak.

a) Hany haromgombocos fagylaltot
rendelhetiink poharban, ha a gombocok
sorrendje nem szamit és ugyanolyan
izliek is lehetnek a gombocok?

b) Hany kiilonb6z6 haromgombdcos
fagylaltot rendelhetiink itt, ha azonos izi
gombocokat is kérhetiink, és nekiink
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szamit az is, hogy milyen sorrendben
vannak a gombocok a tolcsérben?

9. Ot fiu és négy lany kortancot
tancolnak.

a) Hany kiilonb6z6 kor alakithato ki?

b) Hany kiilonbozé kor alakithatd ki
akkor, ha azt is megszabjuk, hogy az &t
fiu egymas mellett legyen?

4 AZ EREDMENYEK, KOVETKEZTETESEK

Az eredményeket feladatonként a két
kivalasztott tanulo (F. M.) és (S. B.)
teljesitményével 6sszehasonlitva leirom.
(F. M.) csak a 8. a) feladatrészben vétett
hibat. Az utols6 1épésben szorzas helyett
osztott. Az 1. feladatot 13 tanulobdl 11
hiba nélkiil oldotta meg. A két hibat az
okozta, hogy az egyik tanul6 4 jegyli
szamokat képzett, a masik pedig abbol
ered, hogy az ismétlddéseket nem zarta
ki a tanulé. (S. B.) hibatlan.

A 2. fel-adatnal 13-bol 11 jo. (S. B.)
hibatlan.

A 3. feladatnal (S. B.) a végeredmény
felével szamol. A jo végeredmény
dupldjat kapja. Nem veszi észre, hogy
van olyan, amit mar felsorolt. A
csoportban 13-bdl 12 jo.

A 4. feladatot (S. B.) hibatlanul oldja
meg. A csoportban 3-an hibaznak. Szisz-
tematikus felsorolast alkalmaznak ¢és
kimaradnak esetek.

(S. B.) 5. feladata jo, a csoportban 9-en
jol vélaszolnak. A tobbi 4 ember hibaja
abbol addédik, hogy a sorrendet is
szadmitasba veszik a tanulok.

A 6. feladatnal (S. B.) kombinacidra
gondol, de nem veszi észre, hogy az
ismétléses. A csoportbdl a tobbi tanuld
megoldasanak a fele jo. A tobbiek a 4-es
feladatot a hatos feladattal egyen-
értékiinek gondoljak. A 2. részben a 7-es

feladatnal (S. B.) kihagyta a legalabb
szOt és azt, hogy a szamok 0-val nem
kezdédhetnek. A munkamemoridjaban
mar nem volt elegend6 hely az adatok,
Osszefliggések megtartasara. A
csoportbdl 4-en valaszoltak helyesen. A
tobbiek is a legalabb szot hagytak ki és
igy csak részmegoldast adtak. (S. B.) a
8-as as 9-es feladatoknal mar csak
részeredményeket adott. A 8-as és 9-es
feladatra is 2 tanul6 adott hibatlan
valaszt.

A kisérlet alapjan a hipotézist igazoltnak
latom. A tanulok szivesen foglalkoznak
kombinatorika  feladatokkal.  (F.M.)
elmondja, hogy versenyeken is szivesen
valasztja a kombinatorika feladatokat €s
altalaban jol oldja meg azokat. (S. B.)
kozelebb jutott a feladatok meg-
oldasdhoz. Munkamat tovabb szeretném
folytatni a hibak elemzésével.
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