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Kivonat—Haromszoggel Kkapcsolatos, masok altal korabban mar publikalt
egyenlétlenségeket fogunk igazolni az ismert bizonyitasoktél valamelyest eltéré médon.
Sz6 lesz az Erdés—Mordell-egyenlétlenségrol, az Oppenheim-egyenlétlenségrél és a
Hadwiger—Finsler-egyenlotlenségrol is.

Abstract—We will prove some known inequalities concerning triangles such that the
proofs will differ somewhat from the proofs published by other authors. We will discuss
the Erdés—Mordell inequality, Oppenheim’s inequality and Hadwiger—Finsler’s inequality.

1 JELOLESEK

Legyen P egy ABC haromszog
tetszleges belsé pontja, amelynek a
BC, CA és AB oldalegyenesekt6l mért
tdvolsdgai x, y és z;az A, B és C
csucsoktdl mért tdvolsdgai pedig rendre
p, q és r. Legyen tovabba a:%,

b=CA, c=AB; valamint K, L és
M a P pontnak a BC, CA és AB
oldalegyenesekre vett merdleges
vetiiletei. Jelolje k, [ é m a P
pontnak a KLM hiaromszog LM , MK
és KL oldalegyeneseitdl mért
tavolsagait. Legyenek o, [ és y az
ABC héaromszog A, B és C cstcsanal
1év6 szogei, T a hiromszdg teriilete,
o= a+b+c

2

a haromszog keriiletének

fele.

2 AZERDOS-MORDELL-
EGYENLOTLENSEG

Erdds Pal az egyik cikkében [1] azt a
sejtését publikalta, hogy
p+q+r22(x+y+z). Nem sokkal
késébb L. J. Mordell ezt bebizonyitotta
[5]:

1. Tétel
5€g): p+q+r=2(x+y+2z).

(Erdés—Mordell-egyenlétlen-

Bizonyitdis: Az ABC  héiromszog
tertilete egyenlé a BCP, CAP és ABP
haromszogek teriileteinek Osszegével,
ezért ha m, jeloli az ABC hdromszog
A csticsdhoz tartoz6 magassagat, akkor
az  ABC  hdromszog teriiletének
kétszerese:
am,=a-x+b-y+c-z.

Mivel m < p+x, azért
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a-x+b-y+c-z=a-m,<a-p+a-x,
vagyis
b c
p2—y+—z (1)
a a
Hasonl6  egyenlétlenséget  fogunk

felirmi a KLM haromszogben is. Az
AP szakasz Thalész-korén rajta van az

L é az M pont, igy az LMA
haromszog korilirt korének sugara
£:£, ezért

2

mzlg-sina: p-sinc.

Hasonléan kapjuk, hogy
MK =g-sinff é KL=r-siny. A
KLM haromszog teriilete egyenld a
PLM , PMK ¢és PKL haromszogek
terlileteinek  Osszegével, tovdbbd a
KLM héromszdg K csucsdhoz tartozd
magassiga nem nagyobb, mint x+k,
igy

(x+k)-p-sina>k-p-sina+
+l-g-sin f+m-r-siny,
azaz
lq sm,B m-r siny

by sma x sina
A szinusztételt alkalmazva az ABC
haromszogben, az el6z6 egyenlStlensé-
get a kovetkezdképpen is irhatjuk:

prla b ymrce

X a x a
Mivel a PLAM négyszog hirnégyszog,
azért MAPX = MLPX , igy

. . k
= =sin MAPL = sin MLPX =~ ,
p y
vagyis k-p=y-z. Hasonléan lathaté

be, hogy [-g=x-z7 é m-r=x-y,
tehat (2) szerint

b
pz 24y, 3)
a  a

Hasonléan adddnak az alabbi

egyenldtlenségek:
b
qzﬁ-z+£-x és rZ—-x+£-y. “4)
b b c c
Osszeadva (3) és (4) egyenl6tlenségeit:
ptqg+trz

[b c] [c a] (a bj
2| —+— [ x+|—+— |- y+|—*+— |2,
c b a c b a

ahol

. szﬂ O
2

valamint < +2 >2, a +é >72 (vagyis
a c b a

egy pozitiv szdmnak és a reciprokdnak

az  Osszege legaldbb  2). Tehat

prqg+r=2x+2y+2z, igy a tételt

igazoltuk.

3 Az OPPENHEIM-
EGYENLOTLENSEG

2. Tétel (A. Oppenheim, 1961 ):
pq+qr+rp2(x+y)(y+z)+
+(y+z)(z+x)+(z+x)(x+y).

J. Liu [3] egy rovid bizonyitdst adott
erre a tételre (egyuttal finomitva is az
egyenl6tlenséget) a kovetkezd lemmat
haszndlva:
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Lemma (Liu, 2012):
p(g+r-2x)2 (y+z). 5)

A lemma  bizonyitdsa: A (4)
egyenlOtlenségek miatt

a c b
q+r—2x2—-z+;-x+—-x+
c

+ﬁ-y—2x22-z+ﬁ-y,
c b c
..c b . c
ugyanis Z+_ >2; igy (3) és a Cauchy-
c
egyenldtlenség alapjan kapjuk a lemmat:

p(q+r—2x)2p(ﬁ~z+ﬁ-yj2
b c

A 2. Tétel bizonyitasa: Az (5)
egyenldtlenség és (1) szerint

plg+r)= (y+z) +2px >

2(y+z)2+2(2-xy+£-xz), (6)
a a

tovabba ehhez hasonldéan adédik, hogy
2
q(r+p) 2 (z+x) +

a C
2| = xy+—- (7)
(b w b yz)

r(p+q)=(x+y) +
+2[£-xz+é-yz). ®)
C

c

A (6), (7) és (8) egyenlbtlenségeket
osszeadva:

2(pg+gr+m)=(x+y) +

+(y+2) +(z+x) +2xy£Z zj

+2yz(£—+—éj+21x(£+g >
b ¢ a c

>(x+y) +(y+z) +(z+x)"+
+4(xy+yz+zx) = (x +y +7 )+
+6(xy+ yz+2x) =
=2((x+y)(y+z)+(y+z)(z+x)+

+(z+x)(x+y)),
vagyis igazoltuk a 2. Tételt.

Az 1. és a 2. Tétel bizonyitdsabol
konnyen meggondolhatd, hogy ezeknél
pontosan akkor van egyenldség, ha az
ABC haromszog szabalyos és P a
kozéppontja.

Liu [3] tobb sejtést is megfogalmazott,
ezek koziil kettét emlitiink meg (a 3.4. és
a 3.12. sejtést).

1. Sejtés (Liu, 2012):
a’ ( y+ Z)2 4x
— >

2 2 - °
(y+2) p p
2. Sejtés (Liu, 2012):
grr_2x..
y+z p

4 A HADWIGER-FINSLER-
EGYENLOTLENSEG

1937-ben H. Hadwiger és P. Finsler [2]
belattak a kovetkezo tételt:
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3. Tétel (Hadwiger—Finsler-egyenlétlen-
5€g):
@ +b +c*24-3-T+

+(a=b)’ +(b—c) +(c—a)’.

Tovabba igazoltdk az aldbbi eredményt
is:

4. Tétel (Hadwiger, Finsler):
A+ <43.T+
+3(a=b)’ +3(b—c) +3(c—a)’.
A 3. Tétel bizonyitdsa: A Hérdn-képlet
felhasznélasaval a bizonyitand6

egyenldtlenséget a kovetkezd alakban
frhatjuk:

(a*=(b=c)")+ (b ~(c=a)")+
+(c?=(a=b)")2

4.\/3.\/S(S—a)(s—b)(s—c),

azaz
(a+b-c)(a+c—b)+
+(b+c—a)(b+a-c)+
+(c+a-b)(c+b—-a)>
24-x/§-\/s(s—a)(s—b)(s—c),
vagyis az
a+b—c=2s-2c=2(s-c)
b+c—a=2(s—a) és
c+ta-b=2(s-b) ©)
Osszefliggések alapjan azt kell belétni,

hogy
(s—c)(s=b)+(s—a)(s—c)+

+(s=b)(s—a)=
Zﬁ-\/s(s—a)(s—b)(s—c). (10)

Mivel s=s—a+s—b+s—c, azért
(10)-ben a négyzetgyok alatti szorzat:

((s—a)+(s=b)+(s—c))(s—a)-
(s-b)(s—e)=
(sa) (s-b)(s-)
(s-a)(s—b)"(s—0)
+(s—a)(s=b)(s—c)’. (D
ekkor  f=(s=b)(s—c),
g=(s=c)(s—a), h=(s—a)(s—b).

igy (10) és (11) miatt azt kell igazolni,
hogy

f+g+h=3-Jgh+hf+fg,

azaz
fP+g’ +h +2fg+2gh+2hf >
>3gh+3hf +3fs,

c)+

+ +

Legyen

ami
fP+g*+h* —gh—hf - fg =
(=) +(g=n)+(n- 1)) 20

miatt valéban teljesiil,
bebizonyitottuk a 3. Tételt.

vagyis

Ehhez hasonlé bizonyitds jelent meg
2012-ben [4]-ben, ahol a szerzok a 4.
Tételt is roviden igazoltdk, amelyre egy
masik bizonyitdst adunk.

A 4. Tétel bizonyitdsa: Azt kell
megmutatni, hogy

(az—(b—c)2)+(b2—(c—a)2)+

+(c?=(a=b)")<
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S4-\/§-\/s(s—a)(s—b)(s—c)+

+2(a=b)’ +2(b-c)’ +2(c-a)’,
azaz(a+b—c)(a-i—c—b)+(b+c—a)-
-(b+a—c)+(c+a—b)(c+b—a)£

<443 \/s —-b)(s—c)+

Legyen k= 3.274 0 =32

I[l:3E’
N

ekkor k>0, A>0, u>0 és
K+A+u=
s—a+s—b+s—c

=3. =3, (13)
N

tovabbd (9) miatt

a+b—c:2(s—c):£,

b+c—a:2(s—a):?,

c+a-b=2(s—b)= 2/15

ezért (12) igy is irhaté:
Zus.Z_/"is+2Ks.2ﬂs+2/1s.2KsS
3 3 3 3 3 3
g Ks As s

2
+2( Ks ,usj ,
3 3
vagyis azt kell belatni, hogy
HA+ KU+ AK <3\ KAu +%(7c—2)2 +

1 2
“(1-
+5(A-n)
Mivel (13) szerint
UA+ KU+ Ak =3\ KAl =
_(,u/l+xy+/11c)2—9ldﬂ_
LA+ KL+ A+ 3 KA

+%(,U—K‘)2. (14)

(1At AK) =3 K+ A+ )
LA+ K+ AKc+3-\Kdu

ahol a szamlalo

(RA) +(Au)" +(ux) -
()()(wf)(

(fd M) +

;(/w i)+
=%(K‘2(ﬁ—,u)2+

+2 (= x) + 4 (- 2)')
alakban is irhatd, igy (14) alapjan azt
kell bebizonyitani, hogy

K (A=p) + A (u=x) + 487 (k= A)
(,u/1+/qz+/1/(+3 JKAu

S(K‘_l) (/1 :u) (/u K)z - (15)

+5(ﬂ’f— KA

<

2
Megmutatjuk, hogy igaz az aldbbi
allitas, amelybdl nyilvdnvaléan

kovetkezik (15).

5. Tétel: Ha k, A és U tetszOleges
pozitiv szamok, akkor
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K (A=p) + X (u=x) +4° (k=4) _
KA+ A+ ux -
<(x=2) +(A-pu) +(u-x)". (16)

Bizonyitds: Azt kell igazolni, hogy
0<(k—A) (’A+Au+px—u*)+
+(/1—/1)2(1(/1+/1/1+,UK—K2)+
+(u-x) (K/l+/1,u+,u1r—/12). (17)
Mivel
KA+ A+ uk—p* =2k — (k- u)(A-u),
KA+ Au+uk—x> =2u—(A-x)(u-x),
KA+ A+ u— A =2ux—(u—2A) (k- 1),
azért (17) jobb oldalét igy is irhatjuk:
(k=A) 26+ (A—u) - 2Au+
+(u-x) 2ux+(x-A) (A-p)-
(u=x)+(A=u) (u=-x)(k=2)+
F (k) (5= 2)(A-p) =
=(k=A) 26+ (A-p)’ - 2Au+
+(u=x) 2urc+ (= 2) (A p)-
(u—x)(k=A+A-pu+pu-K)=

= (k=) 26A+(A-pu)" - 2Au+
+(,u—1()2-2,ul(,

ami nem lehet negativ,
bebizonyitottuk az 5. Tételt is.

tehat

A 3. és a 4. Tétel bizonyitdsdbol
konnyen lathatd, hogy ezeknél pontosan
akkor fordul el egyenldség, ha az ABC
haromszog szabdlyos. A (16)
egyenldtlenségben akkor és csak akkor
van egyenléség, ha k=A= .
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