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Kivonat— Cikkem a ,,Gondolatok a matematika tanitasarol, 2015” c¢. cikkem folytatasa,
annak egyfajta kiegészitése. Az alabbi kérdéseket, gondolatokat érintem benne.

— Hogyan épiiljon fel a korszeril matematikaoktatas?

— A matematikaoktatas és a tarsadalmi gondolkodas kapcsolata.

— A megoldasok j6 vagy rossz volta.

— A mechanikus gondolkodas elkeriilése.

— A felesleges informaciok oktatiasanak kikiiszobolése.

— Kapcsolatok az egyes matematikai ismeretek kozott.

Cikkemben fentiekre és az emlitett cikkemben leirtakra konkrét példakat is bemutatok.

MOTTOK

»-.. annyiba keriil, amennyibe keriil,
de megéri, probaljuk meg érdekessé tenni
az iskolat.”

Karacsony Sandor [4]

»Masrészt: a tudomanyban nem a
megoldas az érdekes (hiszen az sosem
végleges, mindig ujabb problémakat vet
fel), hanem a problémaknak ¢és a
megoldasuk  felé vezet6 Ttnak a
felismerése. Kérdezni kell megtanitanunk
tanitvanyainkat.”

Karacsony Sandor [4]
Jlgy minden jo fa j6o gyiimdlesot
terem, a rossz fa pedig rossz gyiimolcsot.

Nem hozhat a jo fa rossz gyiimolcsot,
sem a rossz fa jo gylimolcsot”

Mt. 7,17-18

Minden mindennel &sszefiigg, minden
algoritmus, és minden fiiggvény.

BEVEZETES

A mottok, de a késobb leirtak is, sokak
szamara kellemetlen kérdéseket
boncolgatnak. Lesznek, akik ugy érzik
majd, hogy Oket, az  oktatasi
mddszereiket kritizdlom. A célom nem
ez. Biztos vagyok benne, hogy mindenki
a legjobb tudasa szerint ugyanazért kiizd.
A magyar ifjusag szellemi fejlodéséért.
Amiért mégis a matematikaoktatas
kérdéseit feszegetem, azt gondolom,
senki sem vitathatja. Nem jonnek a
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remélt eredmények, ¢és egyre jobban
lemaradunk a vilagtol. Azt kérem tehat,
hogy akit ez a téma kozelrdl Cérint,
feltétleniil olvassa végig a cikkemet, és
mindazt, amit nem tart jonak, nyugodtan
tegye félre. Ha mégis talal benne olyan
gondolatot, ami 6t az oktatdsdban segiti,
akkor ez a cikk mar nem sziiletett meg
hiaba.

HOGYAN EPULJON FEL A KORSZERU
MATEMATIKAOKTATAS

Ezt a kérdést két szempontbol
vizsgdljuk meg. Az oktatdas mai
helyzetéb6l kiindulva ¢és a  jovo
szempontjait figyelembe véve.

A mai helyzet sok egyetemen — mint
az [1], [2] és [3] cikkeimben leirtakbdl is
kiolvashatd —rendkiviil kétségbee;jto.

2005-ben, mint a BMF RKK (abban az
idében az Obudai Egyetem még féiskola
volt) oktatoja, irtam egy levelet az akkori
vezetdmnek a helyzet javitasara elgondolt
elképzeléseimrél. Azokbol semmit nem

vettek  figyelembe, a  hallgatok
tudasszintje pedig tovabb romlott.
Lényegében a levelemben leirtakat

fejteném ki Gjra ebben a fejezetben, az
elérelépés reményében.

A kozépiskolabdl az egyetemekre
érkez6  hallgatok  tobbsége — a
felkesziiltség szinte teljes hianyaban — a
matematika eldadasokat egyaltalin nem
érti meg, azok nem az 6 ,nyelvén”
szélnak, és el6bb-utobb nagy résziik
emiatt azokat nem is latogatja. Ha mégis
jelen van, akkor is inkabb — a Karacsony
Sandor altal adott definicid szerint — nem
hallgatoként, csupan padtoltelékként. Ott
van, de minek, hiszen csak az idejét
vesztegeti. A gyakorlatokon mindezek
kovetkeztében gondolkodtatasra kevés,
csupan tipusfeladatok megoldaséra, azaz
szinte magoltatdsra van id6. Mit

tehetnénk
javulhasson?

A matematika tanitasat — véleményem
szerint — 4 szakaszban lenne jo
megoldani.

1. Az el6adds. Ez tovabbra is —
tartalmat tekintve — ugyantigy torténne,
mint eddig, de nagy hangstlyt fektetne
arra, hogy a didkok — az eldaddval
kommunikalva — sajat szavaikkal is
megfogalmazzak a kimondott axiomakat,
definiciokat és tételeket, és kérdezzenek
minél tobbet. (Az altalam nagyra becsiilt
és tisztelt Danczkay Gy6z0 tanar ur a
kozépiskola els6 matematika Orajan
jelképesen a szemétkosarba dobatta
velink a tankonyvet, és arra nevelt
minket, hogy minden axiomat, definiciot
és tételt a sajat szavainkkal fogalmazzunk
meg. Az osztalyombol még az elégséges
jegyet szerzbk is végeztek olyan
felsé6foka  intézményben, ahol a
matematika tantargy volt. Mindenki
megtanult  6nalléan  fogalmazni, a
fogalmakat értelmezni és gondolkodni.)

2. A mddszertani el6adas. Itt az egyes
tételek alkalmazasara gyakorlati példakat
hoz az ,.el6add”, aki a didkok nyelvére

azért, hogy a helyzet

forditja” azokat. Feladatok
megoldasaval az egyes gondolkodasi
modokra és modszerekre mutat be

példakat, hangsulyozva azok el6nyeit és
hatranyait. ( Lasd a [3] cikkben talalhato
L’Hopital-szabalyra mutatott példat.) Itt
is fontos a kommunikacio.

3. A gyakorlat. A hallgatok — az oktato
altal megtapasztalt tudasszintjiiknek
megfeleléen — kiilonbdz6 nehézségli
feladatokat kapnak. Ha a megoldasban
megakadnak, a gyakorlatvezet6tol
egyénenként kapnak segitséget. K6zosen
nem sok, azonos tipust feladatot oldanak
meg, hanem inkabb azt elemzik, hogy
egy-egy feladat megoldasahoz
hanyféleképpen kozelithetnek, ¢és a
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megtanult ismereteiket hogyan
hasznalhatjak fel. A feladatoknak csupan
a megoldasi elvét beszélik meg.
Kérdéseket tesznek fel, és valaszokat
adnak kozosen.

4. Az informatikai  eszkozokkel
tamogatott gyakorlat. Itt a hallgatok a
problémak megoldasdhoz informatikai
alkalmazasokat hasznalnak, amivel a
megertés és a hatékonysag
nagymértékben novelhetd. Ezek lehetnek
szimbolikus algebrai programcsomagok,
mint példaul a Maple, vagy egyéb mas
alkalmazas, mint akar az Excel.

Az itt leirt a struktira az oktatas
rendszerében természetesen plusz anyagi
raforditast  igényel,  hiszen  tobb
kontaktdrara van sziikség.
Meggy6z6désem szerint hosszi tavon
mégis megmutatkoznanak az
eredmények. A hallgatok tobbsége nem
csupan elvesztegetné az idejét az
egyetemeken, ¢és a gondolkodasmoédja
sokat fejlodhetne.

A matematikaoktatas atalakitasa az
altalanos és kozépiskola szintjén, a j6vo
szempontjait figyelembe véve, a tovabbi
fejezetekben leirtak mentén lenne
célszert.

A MATEMATIKAOKTATAS ES A
TARSADALMI GONDOLKODAS
KAPCSOLATA

A tarsadalmi- vagy kozgondolkodas
még ma is sokszor a ,,D6gdljon meg a
szomszéd tehene is!”. Szeretném, ha ezen
valtoztatnank. J6 lenne, ha olyan
matematikafeladatok lennének, amelyek
példaul az alabbiakat vésik bele a didk
mindennapi gondolkodasaba:

1. Az orszdg szellemi szintje az
allampolgarok szellemi szintjének
Osszessége

2. Az orszag ideje az allampolgarok
idejének Osszessége

3. Kozosen tdbbre megyiink, mint
egyénenként.

Az els6 ponttal kapcsolatban jo
példakat lehetne késziteni arra, hogy
mennyivel jobb mindenkinek, ha okosabb
emberek vannak hazankban, mert azzal
sokféele modon ndhet az  orszag
teljesitménye,  fejlettebbé valhat a
gazdasag, a nemzetkdzi bevételek és
kiadasok viszonya elobbi javara javulhat,
és ezek altal mindenkinek jobb élete
lehet. Mindez viszont azt a szemléletet
koveteli toliink, hogy segitsiik egymast
mindenben, igy a tanuldsban is, mert attol
nekdink is jobb lesz.

A masodik ponttal kapcsolatban sok-
sok kiilonb6z6 példaval ki lehetne
hangsulyozni, hogy egy-eqy
meggondolatlan, hibas tettiink hogyan
veheti el embertarsaink idejét, amibol
kiilonb6zdé kovetkezmények folytan az
Osszes  idOveszteség —mar  Oridsiva
duzzadhat, és az emiatt keletkezett k6zos
karunk is hatalmas lesz.

A harmadik ponttal kapcsolatban meg
lehetne fogalmazni olyan feladatokat,
amikor kiilonb6z6 szamu ember készit el
valamilyen munkat. Sz¢éls6séges esetben
ezek a munkak lehetnének akar olyanok
is, hogy egy ember sohasem, de kettd
vagy tobb mar adott id6 alatt el tudja
végezni. Kérdés lehetne, hogy az
emberek szamatol fiiggben mennyi idore
van sziikség a munka elkészitésére. Ilyen
munka lehetne példaul nehéz targyak
mozgatasa, vagy egy haz felépitése, stb.

A MEGOLDASOK JO VAGY ROSSZ
VOLTA

A megoldasok  sokszinliségének
bemutatasa szintén nagyon fontos. Nem
csupan a gondolkodas fejlesztése miatt,
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hanem azért is, mert el6fordulhat, hogy
egy megoldas egy masikkal szemben
sokkal jobbnak tiinik, de késobb kidertil,
hogy a jonak tlind nem, mig a masik
altalanosithatd. Kiilonb6zé szempontokat
figyelembe véve pedig a jo-rossz
megallapitas akar fel is cserélodhet.
Utobbi esetet mutatom be egy konnyen
érthet6 probléman.

Tegyiik fel, hogy egy n elemi
vektorban neveket talalunk, és szeretnénk
véletlenszeriien kivalasztani koziilik k
(k<n) kiilonb6z6t. Vizsgaljunk meg
néhany megoldast.

1. Véletlenszam-generator segitségével
kivalasztunk egy szamot 1 és n kozott, és
az annyiadik nevet attesszilk egy masik
vektorba az ott [évok mdgé, ha még nem
volt az 0j vektorban megtalalhato.

2. Felhasznalunk egy n elemi
numerikus tipusu segédvektort, ami
kezdetben O elemeket tartalmaz. Az
algoritmus az elébbiek szerint alakul,
csak annyiban tér el, hogy ha egy adott
szamot generalunk, akkor a numerikus
vektorban a megfelelé 0 elemet 1-re
modositjuk. Ha a megfelelé elem mar 1
volt, akkor ujra kell szamot generalnunk,
mert kétszer ugyanazt a véletlen szamot,
mint a név sorszama, nyilvan nem
hasznalhatjuk fel.

3. Hasonldéan a masodik megoldashoz,
itt is harom vektort hasznalunk, csak ha a
segédvektorban a megfeleld helyen 1
érték van, akkor addig noveljik a
generalt indexet egyesével, ameddig
abban nulldt nem taldlunk. Ha elértiik a
vektor végét, akkor folytatjuk az elejérol.

4. A masodik megoldashoz viszonyitva
itt az a kiilonbség, hogy az i. 1épésben
generalt szam minden esetben nem 1 ¢és
n, hanem 1 és n+1-i kozé esik. Ezutan
megkeresve a  segédvektorban az
annyiadik 0-t, megkapjuk a kivalasztott
név helyes indexét.

5. Ebben az esetben — a nevek
kezelésére — csupan az eredeti vektort és
egy segédvaltozot hasznalunk. A generalt
szam az i. 1épésben itt is 1 és n+1-i kozé
esik. A neki megfelel6 sorszdmu nevet a
segédvaltozd segitségével kicseréljiik az
(n+1-i). névvel. A kivélasztott nevek igy
a vektor végére keriilnek, és forditott
sorrendben, onnan kiolvashatok.

Lathato, hogy ha k elég nagy n-hez
képest, akkor az elsé és a masodik
megoldasokban a szamgeneralast nagy
valoszinliséggel meg kell ismételni, és
emiatt a nevek kivalasztasa sokaig
tarthat. Szemben a tobbi megoldassal,
amikor ez a probléma nem keletkezik, és
minden generalas eredményes
valasztashoz vezet. Az n-hez képest kicsi
k esetén viszont utdbbi algoritmusok

lehetnek  lassubbak. Az  &todikkel
Osszehasonlitva, amelyik az eredeti
vektoron  kiviil  csupan  egyetlen

segédvaltozot hasznal, a masodik, a
harmadik és a negyedik megoldasban
segédvektort  alkalmazunk, amivel
noveljiik a felhasznalt munkateriiletet. Az
6todik megoldasnak meg az a ,hibaja”,
hogy az eredeti vektort megvaltoztatja,
elveszitve a  kezdeti  névsorrendi
informaciokat. A megoldasok ,,josaga”
nagymértékben fiigg tehat attol, hogy a
kitlizott probléma megoldasan kiviil még
milyen egyéb kovetelményeket
fogalmazunk meg.

Az ismert ,Igazsdgos osztozkodas”
feladatra a harom vagy tobb résztvevére
megadott algoritmusok kozott nem
talaltam 4ltalanosithaté megoldast, ezért
még 2001-ben elkészitettem a két
résztvevore ismert algoritmus helyes
altalanositasat. Mivel az eddig még
cikkben nem jelent meg, most
kozzéteszem. Az alapgondolat az volt,
hogy amikor a két részvevds esetben a
valasztd eldonti, hogy melyik kupacra
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tart igényt, ugyanakkor azt is eldonti,
hogy melyikre nem. (Ez a
gondolkodasmod a halmazelméletben és
a logikaban egy teljesen természetes
modszer.)

Most lassunk egy valoban igazsagos
felosztast n+1 emberre. (nyilvan: n>0,
egész)

n+1. felosztja az aranykupacot n+1
részre. 1., 2., ..., és n. kivalaszt n részt,
aminek az n-ed részére igényt tart.
Masként fogalmazva, megmutatja azt az
egyet, amelyikb6l nem ohajt semmit. A
valasztokat sorba, a kupacokat oszlopba
rendezve, a kivant kupacot 1-el, a nem
kivanttat 0-val jelolve, a valasztasmatrix
a kovetkez6, ahol minden sorban igy
pontosan 1 db 0 érték all:

1. tablazat
.| n. | n+1.

N

P~
= I
R |o|w

1
1
0

I

n{1|1(1|..]1] O
Eklksz e kn

kn+1

0<=ki<=n és ki+ko+...+Kn+1=n2

Harom esetet kiilonboztetiink meg.

1. Ha van olyan i index, hogy ki = 0,
akkor az i. kupacot megkapja az n+1., és
a valasztok osztoznak a tovabbi
Osszedntott N kupacon.

2. Ha ki = n, akkor azon a valasztok
osztoznak.

3. Ha O<ki<n, jelolje k:=k;. Ekkor
O<k<n. Ezt a kupacot k-an valasztottak
és mindegyikiik az 1/n-ed részére tart
igényt, azaz egyiitt a k/n-ed részére, s igy
n+1.-nek az (n-k)/n-ed része jar. Ekkor
megint rabizzuk az osztast. O ezt a

kupacot n részre osztja fel. Ezutan mind a
k valaszt6 k db kupacot jelol meg.
Ezekbdl mindegyikiik a megjeldlt kupac
1/k-adara tart igényt. Ebben az esetben a
felosztasmatrix a kovetkezd:

2. tablazat
1.12.13.]...|n.
1.]1({1]0{...]1
21101 1
3./1(1]|1 0

kl1|1(1f..[1
2|1 |2 |3 |n

0<=lj<=n és lj++...+1,=k?

3.1. Ha van olyan j index, hogy 1;=0,
akkor a j. kupacot megkapja az n+1.

3.2. Ha lj = k, akkor a valasztok
osztoznak rajta.
3.3. Ha 0<lj<k, jelolje l:=l;. Ekkor:

O<I<k. Ezt a kupacot I-en valasztottak és
mindegyikilk az 1/k-ad részére tart
igényt, azaz egyiitt a l/k-ad részére, s igy
n+l.-nek az (k-1)/k-ad része jar. Mivel
I<k<n, ezzel az algoritmussal a felosztas
elébb-utobb véget ér. (De mikor?...)

A MECHANIKUS GONDOLKODAS
ELKERULESE

Egy-egy ismeret elsajatitasa utan szinte
azonnal meg kellene mutatni, hogy azt
gondolkodas nélkiil sohasem szabad
alkalmazni. Szeretem a gyerekeknek —
akik éppen megtanultak az
egészszamokat egymassal elosztani
feladni az alabbi feladatot.

Egy csiga beleesett egy 30 méter mély
kutba. Nappal 8 métert képes felfelé
maszni, éjjel azonban visszacsuszik 5
métert. Hanyadik napon maszik ki a
kuatbol?
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Szinte minden gyerek azonnal
kiszamolja, hogy akkor naponta 3 métert
maszik felfelé, és ravagja, hogy a 10.
napon. Csak lassan érti meg azt a
nyilvanvalé tényt, hogy nem igy kell
gondolkodni, mert a mar kimaszott csiga
nem csuszik vissza.

A Pitagorasz-tétel megismerése utan,
annak alkalmazasara elgondolkodtato
feladat a kovetkezo.

Van egy négyzet alaki mez6, amelyet
egy arok vesz koriil, Gigy, hogy vele a
mez6t kiegészitve szintén négyzet alakot
alkotnak. Van két léciink, amelyek olyan
szélesek, hogy problémamentesen tudunk
rajtuk jarni, és pont olyan hosszuak, mint
a mezd oldalan az 4rok szélessége.
Hogyan tudnank csak a lécek
segitségével bejutni a mezore?

Ugyancsak  szivesen adom  fel
programozasi feladatként a szamlalo
ciklus megismerése utin a kovetkezot.
Hatarozzuk  meg egy  megadott
intervallumba eso négyzetszamok
Osszegét!

Altalaban  ilyenkor  mindenkinek
természetes az a megoldas, hogy
megvizsgaljuk, ndvekvo sorrendben, az
intervallumban az egészszamokat, hogy
négyzetszamok-e, és ha igen, akkor egy
kezdetben 0  értékli  valtozohoz
hozzaadjuk 6ket. Igy a végén megkapjuk
a kérdéses Osszeget. Felhasznaljuk
kozben, hogy egy egészszam pontosan
akkor négyzetszam, ha a gydke
egészrészének négyzete dnmaga. (1)

Nézzinmk a  feladatra  tovabbi
megoldasokat.

Felhasznidlva az egymast kovetd
négyzetszamokrol ismerteket, azaz ha |
négyzetszam, akkor hozzdadva a
gyokének kétszeresét és még 1-et, a
kovetkezd  négyzetszamhoz  jutunk
(masként, p>+2*p+1=(p+1)? ahol p az |

gyoke), az intervallumon, az elsd
négyzetszam megtalalasa utan,
gyorsabban haladhatunk végig. (2)

Majd az egyenesrdl a sikba helyezve a
problémat, az intervallumot (jeldlje:
[a,b]) az Y tengelyen elképzelve,
megkeresve az a utani els6, majd a b
elétti els6 négyzetszamot, és azokbol
gyokot vonva az igy kapott szamok altal
az X tengelyen egy [c,d] intervallumhoz
jutunk, és a Kkeresett érték a [c,d]
intervallumban taldlhatdé egészszamok
négyzeteinek dsszege. (3)

Ez utdbbi megoldast is javithatjuk, ha
az [a,b] intervallum két hatarabol vonunk
gyokot, és ha a gyoke egész volt, akkor
azt valasztjuk c-nek, ha nem, akkor az
egyel  nagyobb  egészszamot. d
természetesen b gyoke lesz. (4)

Végiil felismerve, hogy hiszen létezik
képlet az 1-t61 n-ig taldlhatdé szamok
négyzetdsszegére, amit a teljes indukcid
megismerésénél mar be is bizonyitottunk,
a keresett értéket egy egyszeri képlettel
is kiszamithatjuk! Ha tehat c-t és d-t mar
kiszamoltuk, akkor az Gsszeg (jeldlje: S)
meghatarozhato az alabbi moédon:

§=1/6*(d*(d+1)*(2*d+1)-
(c-1)*c*(2*c-1)) (5)

A megoldasokat megismerve
nyilvanvaloéva valik mindenki szamara,
hogy sohasem szabad mechanikusan, a
megszerzett ismereteket szinte
gondolkodas nélkiil alkalmazni, hiszen az
veszteségekhez vezethet. Mig az (1)
megoldas a és b elég nagy tavolsiga
esetén nagyon hosszl ideig eltarthat, (2)
... (4) is csak valamicskét javit a futasi
id6n, addig (5) azonnal eredményt ad.

Megemlitek néhany a fejezetcimben
megadott gondolatot tartalmazo egyszerii
kérdést, amelyek emlékeim szerint
Gritzer Jozsef ,,Sicc” cimii konyvében
talalhatok.
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Hogyan futhat egy nyul ,,haromfelé”?
Ha egy fan van harom veréb, és egyet
leloviink, hany marad? Hogyan keriilhet
bele egy az iiveg szajanal szélesebb tok
egy iivegbe? Hogyan érhetem el, hogy ha
akarom, ,,atlatok™ a falon is?

Szamtalan remek logikai feladat
létezik, amit itt ugyancsak fel lehetne
sorolni. Most példaként csak a ,,Merre
megy a busz?” kérdésre hivnam fel a
figyelmet.

A ,négy hajo a tengeren” feladat
kapcsan ki lehet fejteni az egymastol
azonos tavolsagra 1évé pontok szama és a
tér dimenzidjanak kapcsolatat. Az
altalaban megadott megoldasok mellett
(tengeralattjar6  és  1éghajo) pedig
izgalmas azon is elgondolkodni, hogy
egy eclsiillyedt hajoé képes esetleg pont
megfelel6 mélységben megrekedni, vagy,
hogy a Fold nem lapos, és igy lehet 4
olyan tengeri pont, amelyek €ppen egy
tetraéder csticsaiban vannak.

Kedvenc feladataim k6zé tartozik még
az egyenld oldali haromszog alaku
kertben a benne 1év6 kutnak az oldalaktol
valo tavolsagai Osszegének
meghatarozasa, illetve a két egymas felé
kerékparoz6 orrara szallo 1égy altal
megtett Ut esete.

A szamtani és mértani kozép kozotti
Osszefliggés megtanulasa utan adhatd fel
példaul az alabbi feladat.

Bizonyitsuk be, hogy minden a, b > 0,
a>b és a*b=1 esetén igaz a kovetkezd
egyenldtlenség:

2 .42
aZ +b” > 2.2
a—-b
Miutan  megismerte a diak a
masodfoku egyenleteket és a

trigonometrikus fliggvényeket, jo példa
lehet a kovetkezd.

57 _ cos(4x? —5x +1)

Néhany hatarérték szamitasi feladat
elvégzése utan adhatjuk fel az alabbit. Az
u. n. ,konjugalt modszer” megértésére
(mely elnevezést [3]-ban
helytelenitettem), elég ezutan ez az egy
példa is.

4
lim 9n3 (ZJSnZ +4/2n%2 +3n — ZJSnZ ++/2n2 — 3n)
n-o0

sin(x)

A lim,_q = 1 megismerése utan

oldjuk meg a kovetkez6 hatarérték
feladatot, majd mutassunk ra, hogy az X,
sin(x), tg(x) vagy tan(x), sh(x) vagy
sinh(x) és th(x) vagy tanh(x) szerepe az
ilyen tipusu hatarértékképletben,
tetsz6legesen cserélhetd.

(sin (sin (... (sin(x)) ))

X

lim

x—=0

A trigonometrikus integraloknal a
tan(x/2) helyettesités alkalmazasa utan

célszeri lenne feladni példaul a
kovetkezd integralast. (Annak egyik
megoldasban kihasznalva, hogy

cos?(x) + sin?(x) = 1.)
cos (x)
JZ —cos? (x) dx

A FELESLEGES INFORMACIOK
OKTATASANAK KIKUSZOBOLESE

Nehéz lesz néhany olvasot meggydzni,
de példaként mégis leirom, hogy a
szOogek tanitdsanal a fok fogalmara
szerintem ma mar egyaltalan nincsen
sziikség, az csak zavart okoz. Elég lenne
a szogeket az egység sugara kor
félkorivének hosszaval mérni (m), és
mindent  szdget annak  ardnyaban
megadni. A koszinusz és a szinusz
definici¢jadt — szigortan ebben a
sorrendben, azaz a tengelyekhez
kapcsoléddan — az adott iv végpontjdnak
merdleges vetiileteiként kellene
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bevezetni. Igaz, a ,kompatibilitds” miatt
eleinte még elmesélhetnénk, hogy
valamikor a félkdrivhez tartozo szoget
180 fokosnak nevezték el.

A 7 tizedes tortként valo kezelésével,
s6t szinte minden nem véges szamu
tizedesjegyet  tartalmazo szammal
problémék adddnak. Még az egyetemre
érkez6k kozott is sok diak van, aki a 0,9
¢és az 1 egyenldségét nem érti. Ennek az
lehet az oka, hogy az egyenléséget
valojaban sosem definialtuk megfeleld
modon a szamukra. Ezt mar a tanulas

kezdeti iddszakaban
megfogalmazhatnank a  kovetkezé
modon.  Két szamot  egyenldnek

tekintiink, ha nincs olyan kicsi szam,
aminél ne lennének egymashoz kozelebb.
Valészinileg egy nem tul bonyolultra
fogalmazott hatarérték fogalom is mar
joval elébb megérthetd lenne a gyerekek
szamara.

Talan a  fejezetcimhez  jobban
kapcsolhatdo, hogy az  egyenesek
kiilonb6z6 egyenleteinek megtanulasa
abban a formaban, ahogy azt altalaban
ma tanitjak, mar egyenesen kart okoz. A
vektorok fogalmanak megismerése utan
(konkrét példakkal kihangsulyozva, hogy
a matematikaban és a fizikdban masként
kezeljiik o6ket), a merdleges vektorok
kapcsolatat felhasznalva, egy sikbeli
egyenes irany- és  normalvektora
kapcsolatat is felirhatjuk. Hangstlyozva a

definiciojukban, hogy a  hosszuk
Iényegtelen. Azutan beszélhetiink sikban
a tengelyekkel parhuzamos, illetve az
azokkal nem parhuzamos egyenesek
egyenletérél. Mindkét esetet egyetlen
abran mutatjuk meg és irjuk fel,
felhasznalva a hasonlé haromszogekre,
vagy a parhuzamos szel6kre vonatkozo
tételt. Utobbiak mindegyikét egyetlen
képletben jelenitjiik meg, a meredekségre
(m), mint valtozéra koncentralva. Lasd.
1. abra.

Fontos és szemléletfejleszt6 lenne, ha
az iranyvektor ¢és a normalvektor
jellemzoirdl elgondolkodva, az egyenes
egyenlete mellett, azonnal, a vektorok
skalaris szorzataval egyiitt, a sik
egyenletét is megtanulndk. Nem kellene
azzal az egyetemig varni.

A Pitagorasz-tétel megismerése utan,
arra néhany feladatot véve, azonnal
kovetkezhetne a  tananyagban a
trigonometrikus fiiggvények definialésa,
és a koszinusz-tétel, hogy igen hamar
talalkozzon azzal az ismerettel a diak,
hogy a Pitagorasz-tétel annak csak egy

specialis esete. Lasson altalanos ¢és
specialis tételkapcsolatra példat. (Az
egyetemen tanarom, Czach Laszlo

tartotta fontosnak azt az elvet, hogy az
altalanos tételb6l kozelitsink annak
specidlis esetei felé. Itt ugyan nem
teljesen err6l van sz6, de mégis
ramutathatnank vele erre a latasmodra.)
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KAPCSOLATOK AZ EGYES
MATEMATIKAI ISMERETEK KOZOTT

Ez a fejezet egyrészt arra szeretné
felhivni a figyelmet, hogy érdemes egy-
egy ismeretet ugy tanitani, hogy az majd
késébb hasznos legyen, masrészt egyes
tételek bizonyitasara sokszor célszerii
lenne felhasznalni olyan matematikai
ismereteket, amiknek a segitségével a
magolast csokkentenénk. Az egyszerii
bizonyitasok barmikor elvégezhetdk, ha

az szilkséges, ¢és 1igy a képletek
megtanuldsa helyett, azok tobbszori
levezetésével, a tételek szinte

automatikusan rogzédnének.

Amikor megkérem a didkjaimat, hogy
a 28-at osszak el 3-mal, ugy kezdik, hogy
megvan benne 9-szer és maradt az 1.
Errél Karacsony Sandor egyik torténete
jut rogtdon az eszembe, amikor hasonld

helyzetben a didk megkérdezné, hogy de,
tandar ur, miért pont 1 maradt.
Természetesen mindenki tudja, azért,
mert 9*3=27, és ha ezt kivonjuk, vagy
ellenkez6 eldjellel hozzaadjuk, akkor 1-et
kapunk. De ezt a Iépést az osztas
tanitasakor nem szabad kihagyni, és le is
kell irni! Mert ha nem tessziik, akkor ne
csodalkozzunk azon, hogy az egyetemen
nem érti a didk a polinomok osztasat. (Itt
jegyzem meg, hogy a bennfoglalas
fogalmat  kiilon  kezelni  teljesen
feleslegesnek, sot karosnak tartom.)

A  komplex szamok 3 alakjat a
kozépiskolaban meg kellene tanitani, és a
trigonometrikus azonossagokat, mint a
sin(2*a)=2*cos(a) *sin(a), azok
felhasznalasaval bizonyitani.

Ha mar tanitunk kombinatorikat, annak
segitségével arra lehetne a didkokat
nevelni, hogy ne vegyen senki példaul
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lottdt, mert tgysem nyerhet. (Tudom,
hogy ezzel nem mindenki ért egyet...)
Meg lehetne tanitani a  Pascal-
haromszoget, a hozza sziikséges tétellel
egyiitt, és a két tag Osszegének
hatvanyozasat annak felhasznalasaval
felirni. A didkok a legritkdbb esetben
végzik el ketténél tobb polinom szorzasat
ugy, hogy azt vizsgalnak, hogy az egyes
hatvanyokbol ~a szorzatban mennyi
keletkezik.  Altalaban  mechanikusan
elészor kettdt szoroznak Ossze, majd
utana a szorzatot tovabbszorozzak a tobbi
tényezovel. Mar az is haladas, ha példaul
4 polinom szorzatanak kiszamitasa esetén
kettot-ketté6t  szoroznak Ossze, majd
azutdn a szorzatokat.

A latasmodot feltétleniil noveli, ha a
linedris egyenletrendszerek megoldasai
mellett az altaluk leirt térelemek kozos
pontjairdl is beszélink. (Példaul a 3
ismeretlenes linearis egyenletrendszer
megoldasai és a nekik megfeleltethetd
sikok metszéspontjai.)

A TARGYAT FEJLESZTO MUHELY
(TEAM) MUNKA FONTOSSAGA

Az éaltalam sokra tartott Scharnitzky
Viktor tanar ur altal szerkesztett
Egyetemi felvételi feladatok
matematikabol VIII. konyvet lapozgatva
talaltam egy geometria feladatot, aminek
egyik ott leirt megoldasaval sem voltam
megelégedve (tul bonyolultnak talaltam),
ezért két tehetséges gyereknek —
prémiumot beigérve, idére, mintegy
versenyként — feladtam, és magam is
nekiiiltem. Ebbdl elegansabb megoldasok
sziilettek, amik koziil kettét a fejezet
végén meg is mutatok. Hasonld6 mddon
lehetne a tananyagfejlesztést
megvaldsitani. Létre kellene hozni az
oktatds minden szintjén egy vezetd
mithelyt. Az altalanos és kozépiskola
szintjén ez a csoport megalakulhatna

példaul azokbol a tanarokbdl, akik a Ratz
Laszl6 Vandorgyiilésen feladatmegoldo
szeminariumokat vezettek. Iranyitasukkal
egy internetes feliiletre keriilnének a
feladatok, amiknek kiilonb6z6
megoldasai ugyanezen a feliileten
jelennének meg. Ezek a megoldasok
1épésrél  lépésre tartalmaznak, hogy
milyen elméleti ismereteket hasznaltak
fel, és azokbol hogyan gondolkodva
jutottak el a kovetkezd 1épéshez. A
feliilet, hasonloan a Wikipédidhoz, a
felhasznalt elméleti ismeretekhez, mint
kulcsszavakhoz, URL-eket rendelne. Igy
a megoldas értelmezése kozben a
sziikséges elméleti ismeret azonnal
tanulmanyozhatéva valna. Az elméleti
ismeretek kiilonb6z6 megértési szinteken
lennének kifejtve, mint azt példaul a
ban leirtam. A feladatokra megoldasokat
bekiild6 személyeket dijaznak, és a
nevilkket a megoldasoknal meg is
emlitenék, ezzel kedvet adva a ko6zos
munkahoz.

Lassuk a geometriai feladatot, aminek
megoldasabdl a fenti 6tlet megsziiletett.

Adott az ABC hegyesszogl
haromszog, M magassagponttal.
Hatarozzuk meg az ACB szogét, ha
AB=CM!
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1. megoldas: TC szakasz mer6leges
TA szakaszra, TM szakasz meréleges TB
szakaszra. A CM szakasz egyenese pedig
AB szakaszra. Forgassuk el a TCM
haromszdget T koriil ugy, hogy TC TA
egyenesére keriiljon. Ekkor TM szakasz
TB egyenesére keriil, és C és M pontok
elforgatottjai  altal  kapott  szakasz
parhuzamos lesz az AB szakasszal. Mivel
azonban AB=CM, a szakaszok egybe is
esnek a parhuzamos szelk tétele miatt,
amib6l TC=TA kovetkezik. De a TCA
haromszdg igy egyenl6szart derékszogii
haromszdg, s emiatt a C csucsnal a szog
/4.

2. megoldas: BSC és BTA
haromszégek mindegyike derékszogi, a
B cstcsnal kozos szoggel, igy a BCS
szog is megegyezik a TAB szdggel. De
BCS szdg azonos TCM szoggel, és igy
TCM ¢és TAB haromszogek hasonlok.
Mivel CM=AB, ezért ¢ két haromszog
egybevago, és igy TC=TA. Emiatt TCA
haromszog  egybevagd  derékszogii
haromszog, és a TCA szog n/4.

(Megjegyzem, hogy a feladatra —
miutan fenti megoldasokat a Ratz Laszlo
vandorgytilésen bemutattam -
matematikus kollégdk még nagyon sok,
egészen izgalmas megoldast készitettek,
de bevallom, azokat mar elfelejtettem.

Viszont ha elképzeléseim
megvalosulnanak, bizonyara
,elokeriilnének” ismét.)

NEHANY SZO A SAKKROL

Miel6tt barki azt gondolna, hogy, még
aktiv sakkozoként, a sakkozova nevelést
akarom népszerlsiteni, leirom: nem
magat a sakkozast tekintem elsdsorban
fontosnak. A csoportokban  tdrténd
sakkoktatast, Erdei Nandor, egykori
oktatbom arra  hasznalta, hogy a
gyerekeket egymds tiszteletére  és
megbecsiilésére nevelje. ,,Nem

ellenségek vagyunk, hanem ketten (vagy
tobben) alkotunk egyet egy jatszmaban.”
— mondogatta mindig.

Amit ki szeretnék most hangsulyozni,
az a kevésbabos végjatékok, ¢és a
tanulmanyok esete. Ezek nagyszerlien
fejlesztik az algoritmikusgondolkodas
képességét, tehat helyiik lenne az
oktatasban. Igaz, a Sudoku is egy egészen
jo eszkdz, de masként érdekes. A sakk
lehet6ségeit izgalmasabbnak tartom. A
chess.com honlapon adott id6 alatt kell az
egyes feladvanyokat megoldani, és ha
valoban csak a naponta ingyen felajanlott
6tot oldjuk meg, akkor frissen tarthatjuk
az Otletkészségiinket, és még az idonket
sem raboljuk el. A legutobbi — a nekem
megoldasra felajanlott — feladvanyok
koziil, mintaként, ideirom néhdnynak az
elérhetdségét. Jo gondolkodast!
https://www.chess.com/tactics/?id=56347,
https://www.chess.com/tactics/?id=50631,
https://www.chess.com/tactics/?id=40132,
https://www.chess.com/tactics/?id=34570,
https://www.chess.com/tactics/?id=170589),
https://www.chess.com/tactics/?id=49974

ZARO GONDOLATOK ES
KOSZONETNYILVANITAS

Természetesen nem hiszem, hogy pont én
vagyok az a személy, aki megmondja,
hogyan kell ma matematikat tanitani.
Csupan a most mar talan hossziunak
mondhaté oktatasi, és, a gyerekeim
nevelése folytan, gondolkodasra nevelési
tapasztalataimat kamatoztatva osztottam
meg néhany gondolatot, amivel taldn
sikeriilt hozzajarulnom a jovobeli oktatas
javitasdhoz. Koszondm gyermekeimnek a
szigori kritikakat és a segitséget,
kOszonOm tanaraimnak a modszereket,
amiket altaluk sajatitottam el  (itt
emliteném meg nagyszerli altaldnos
iskolai matematikatanaromnak, Schreiner
Mihalynak a nevét, aki tulajdonképpen a
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palyamon elinditott) és koOszondm a
MAFIOK konferencia szervezdinek a
lehetdséget, hogy ennek a cikknek a
megirasat kedvesen ,kikényszeritették”
belblem!
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