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1. A kutatas el6zményei

A dolgozatban tulnyomorészt majdnem biztos hatareloszlas-tételeket allitunk és bizonyi-
tunk bizonyos, a dolgozatban ismertetésre keriils valoszintiségi valtozok sorozatara, illetve
folyamatokra.

A majdnem biztos hatareloszlas-tételek kialakulasa Gunnar Arnvid Brosamler [13] és Pe-
ter Schatte [64] nevéhez fizédik, akik 1988-ban egymaéstol fiiggetlentil publikaltak az ezzel
kapcsolatos eredményeiket’.

A két szerzé megallapitotta, hogy igaz a kévetkezd

1 L1 S
li —I_ — =
Nl—Igo logNZ n ool <\/ﬁ> (z)

n=1
dsszefliggés majdnem biztosan® minden x € R esetén, ahol S, jeloli a &,,&,, ... figgetlen,
azonos eloszldsiu valdszintségi vdltozok részletdosszegeit, azaz S, = & + -+ + &,, tovdbbd

E& =0, DE? = 1 és feltételezziik, hogy E|&|*T < oo, ahol Ij_o 4 jeldli a ] — oo, x| halmaz
indikdtorfigguényét, tovabbd ® a sztenderd normdlis eloszlasfiigguényt.

Brosamler, illetve Schatte eredményeinek ismertté valasa utan egyre tobb eredmény szii-
letett a témakorrel kapcsolatban.

Major Péter [50], [51] eredményei a majdnem biztos hatéareloszlas-tételek mélyebb alap-
jaira és Osszefiiggéseire vilagitottak ra.

Fontos mérfoldks volt a Berkes Istvan és Csaki Endre altal publikalt eredmény [7]. A cikk-
ben® Berkes és Csaki belatta, hogy ha &1, &, ... fiiggetlen valdszindségi viltozdk, fi: RF — R
(k= 1,2,...) mérhetd fiigguények és feltessziik, hogy minden 1 < k < | esetén létezik egy
fea: RTF — R mérhetd fiigguény gy, hogy

E(|fil&r,-- &) = fra(&srs - &) A L) < C(log, log, (ar/cy)) 0T

valamely C' > 0 és € > 0 estén, tovabbd (c,)n>1 olyan pozitiv, nemcsékkend sorozat, amelyre

LA két szerz6 eredménye annyiban kiilénbézik egyméstol, hogy Brosamler a (2+6)-ik (§ > 0) momentumok
végességét tételezte fel, mig Schatte a 3. momentumok végességébdl indult ki, azaz nala § = 1 volt.

2 Amikor a "majdnem mindeniitti konvergencia" vagy a "majdnem biztos konvergencia" kifejezést hasz-
naljuk, akkor — ha csak mast nem mondunk — a hattérben allo (Q, A, P) valoszintiségi mezd P valoszintségi
mértéke szerint értjiikk a majdnem biztos (majdnem mindeniitti) konvergenciat, esetenként a "P-majdnem
minden w € 2" vagy a "P-majdnem biztosan" jelolés helyett csak a "majdnem minden w € Q" vagy egysze-
riien csak a "majdnem mindeniitt", illetve a "majdnem biztosan" kifejezést hasznéljuk.

3A cikkben tSbb fontos tétel talalhato a témakorrel kapcesolatban mi azonban csak fenti tételt idézziik
terjedelmi korlatok miatt.
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fenndll, hogy ¢, — 00, cpi1/cn = O(1) és

dy, = log(cri1/ck), de,

akkor bdarmely G eloszlasfiigguény esetén a

lim — Z del(fe(&y ... &) <) = G(x) majdnem biztosan

barmely x € Cg esetén és a

lim —deIP frl€r, .. &) < z) = G(z)

N—ooo D
k<N

barmely x € Cq esetén dllitdsok ekvivalensek, ahol Cg jeloli a G folytonossdgi pontjainak a
halmazdt. Az eredmény akkor is érvényben marad, ha a (d,),>1 sorozatot tetszdlegesen olyan
(d¥)n>1 sorozattal helyettesitjik, amelyre fenndll, hogy 0 < dj < dj, minden k € N esetén és
dodp = o0

A Berkes-Csaki publikdcioban az ismertetésre keriil6 tételeknek tobb alkalmazasa is be-
mutatésra keriil (példaul a részletosszegek, a szélsGértékek, az empirikus eloszlasfiiggvény, a
visszatérési iddk, illetve a Darling-Erdds tipusta hatarértéktételek majdnem biztos verzioi).

A kovetkezs fontos és altalunk felhasznalt eredmény a Fazekas-Rychlik publikacio [32].
A szerzok az altaldnos fazisterd esetet vizsgaljak: felteszik a fazistérrdl, hogy teljes szepa-
rabilis metrikus tér. Cikkiik altalanositasa az [7] eredménynek. Megjegyezziik, hogy béar a
[32] publikacioban szerepld eredmény forméalisan hasonlé a Berkes-Csaki cikkben leirtakhoz
— a bizonyitésa is a |7]-ben alkalmazott technikat koveti — felhasznalhatosaga az alkalmaza-
sokban — kdszonhetGen az altalanositasnak — rendkiviil sokoldala (lasd példaul a [74], [73]
eredményeket).

A majdnem biztos hatéareloszlas-tételek egy tovabbi altalanositasat jelenti a Fazekas és
Rychlik mezdkre vonatkozo eredménye [33]: a szerz6k mezGkre altalanositjak a [32]-beli
eredményeket. Megjegyzends, hogy a [33]-ban foglalt eredmény korantsem trivialis kovet-
kezménye a [32]-ben foglaltaknak, hiszen a majdnem biztos konvergencia nem metrizalhato.



2. Célkitiizések

A kutatés célja kiillonb6z6 majdnem biztos hatéreloszlés-tételek bemutatasa és természe-
tesen bizonyitasa®.

Célunk volt az L*(]0,1[), 1 < p < oo térben bizonyitani a majdnem biztos Donsker-tételt,
illetve hasonlo allitast bizonyitani az empirikus folyamatra |73].

Célkittizésiink kozt szerepelt a tobbindexes Donsker-tétel bizonyitdsa az LP(]0,1[%),1 <
p < oo térben és ugyanebben a térben hasonlé allitasokat bizonyitani a tobbindexes empiri-
kus folyamatrol [72].

Célunk volt integral alakt konvergencidk bizonyitasa is: majdnem biztos hatareloszlas-
tételt mondunk ki a Poisson-eloszlashoz, majd a normalis eloszlashoz bizonyos folyamatokrol
[71].

A kutatéas sorén a célkitiizések kozott szerepelt, hogy bizonyos folyamatokrol bizonyitsuk,
hogy fennéll veliik kapcsolatban a majdnem biztos hatareloszlas-tétel, a hatareloszlas pedig
p-stabilis eloszlast kovet. Megjegyezziik, hogy a p-stabilis eloszlashoz val6 majdnem biz-
tos hatareloszlas-tétel bizonyitasahoz be kellett latni egy bizonyos tételt is a momentumok
végességérdl [70].

Célkitiizéstink kozt szerepelt az érmefeldobasok (mind a szabélyos, mind a szabalytalan
érmék esetén) soran kialakulo széridk vizsgalata: ezzel kapcsolatban sikeriilt kimondanunk
hatareloszlas tételeket és majdnem biztos hatareloszlas-tételeket is [69].

Célunk volt a véletlen elhelyezések vizsgalata is: tobb ezzel kapcsolatos majdnem biz-
tos hatareloszlas-tétel keriil kimondésra, tovabba itt is megfogalmazunk és bizonyitunk egy
egyenlGtlenséget, amelyre sziikségiink volt a majdnem biztos hatareloszlas-tételek bizonyi-
tasashoz [30].

Célkitizésiink volt a véletlen elhelyezések folyamatanak vizsgalata is: itt egy hatarérték-
tételt mondunk ki és bizonyitunk [34].

A kutatas soran a célkitlizések kozott szerepelt tovabba a kiilonb6zd majdnem biztos
hatareloszlas-tételek kozotti Osszefliggések attekintése: megvizsgéaltuk, hogy milyen Osszefiig-
gés all fenn a Berkes-Csaki altal publikalt eredmény |[7|, Fazekas-Rychlik tétele [32], illetéleg
a legelss idevonatkozé Brosamler [13] és Schatte [64] eredmény kozott.

4A legtébb kimondott és bizonyitott tétel majdnem biztos hatareloszlas-tétel, néhany esettdl eltekintve.
Ezenkiviil olyan tételek is kimondésra keriilnek, amelyek segitségével torténik a majdnem biztos hatareloszlas-
tételek bizonyitéasa.



3. Uj tudoméanyos eredmények

Ebben a részben téziscsoportokba rendezve ismertetjiik az j tudoményos eredményeket.
Egy-egy téziscsoportba szedtiik azokat a téziseket, amelyek Osszetartozonak tekinthetsk.

3.1. Els6 téziscsoport

Az els6 téziscsoportban az LP(]0,1]) (1 < p < oo) térben két folyamatot vizsgaltunk és
mindkettdvel kapesolatban sikeriilt bizonyitanunk majdnem biztos hatareloszlas-tételt (Thuri,
[73]).

Az els6 folyamatot® az alabbi médon

Yo(t) = % > & (3.1)

k<[tn]

definidltuk, ahol Sy = 0, S, = & + &+ -+ &, k> 1 és &,&, ... fiiggetlen, azonos
eloszlast, valos értekid valoszintségi valtozok gy, hogy E& = 0, D?¢, = 02 és E|&]P < oo,
ahol 1 < p < oo. Itt is [.] jeloli az egészrészfiiggvényt.

Az els6 tézis a (3.1) folyamattal kapcsolatban fogalmaz meg majdnem biztos hatareloszlas-
tételt (Turi, [73], Theorem 2.1).

1. tézis. Tegyiik fel, hogy 1 < p < co. FEkkor fenndll az aldbbi

1
logn

"1
Z EaYk(.,w) = Uw
k=1

konvergencia n — oo esetén P-majdnem minden w € Q-ra az L*(]0,1]) térben, ahol W a
sztenderd Wiener-folyamat és py -vel jeléltik annak eloszldsdt,® tovdbbd Yi(t,w) = Yi(t) a
(3.1)-ben definidlt folyamat, ahol &, jeléli az x € R pontra koncentrdlt eloszldst.”

O

®A folyamatoknal altalaban kiilon nem jelezziik a véletlentsl valo fiiggésiiket, azaz eltekintiink az X, (¢, w)
(w € Q, ahol (2,4, P) a hattérben allo valoszintiségi mezd), irasmodtol, helyette az esetek nagy részében az
X, (t) egyszertsitett jeloléssel éliink.

ST5bbszor pe-vel jeloljiik a & valdszintiségi valtozo eloszlasat.

TAz egy pontra koncentralt eloszlas jelentése: d,(B) = 1, ha z € B és 6,(B) = 0, ha = ¢ B barmely
M-beli B Borel-halmaz esetén.
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A masik folyamatot az alabbi médon

Z,t) = 2= 3 (Lo (V) — 3:2)

definialjuk, ahol az U;-k (i = 1,2,...) fiiggetlen, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasu
valoszintségi valtozok.

A maésodik tézis majdnem biztos hatéreloszlas-tételt fogalmaz meg a (3.2) folyamattal
kapcsolatban (Ttri, [73], Theorem 3.1).

2. tézis. Tegyiik fel, hogy 1 < p < oo. Ekkor fenndll az aldbbe

1 1
-0 =
logn ; ARIe®) 1B

konvergencia n — oo esetén P-majdnem biztosan az LP(]0,1[) térben, ahol B a Brown-hid
és Zy(t,w) = Z(t) a (3.2)-ben definidlt folyamat.

U
Tehat ebben a téziscsoportban az Y,,(t) sztenderd Wiener-folyamathoz, illetve a Z,(¢)

c sz

biztos Donsker-tétel®, illetve hasonlé eredmény az empirikus folyamatra).

3.2. Masodik téziscsoport

A maésodik téziscsoportba tartozo allitasok hasonloak az elsé téziscsoportban kimondot-
takhoz, azonban itt mar az LP([0,1]%),(1 < p < oo) térben mondjuk ki az idevonatkoz6
majdnem biztos hatéareloszlas-tételeket (Turi, [72]).

Legyenek &,k € N? tébbindexes, fiiggetlen, azonos eloszlast valoszintiségi valtozok gy,
hogy E&, = 0 és D& = 1. Az Y, (t) folyamatot definialjuk az alabbi modon:

1
Yo(t) = —— . 3.3
©= a2 (3:3)

ahol t € [0,1]%, n € N%.
A harmadik tézis majdnem biztos hatareloszlas-tételt fogalmaz meg a (3.3) folyamattal
kapcsolatban (Ttri, [72], Theorem 2.1).

3. tézis. Tegyiik fel, hogy 1 < p < co. Legyen Yi(t,w) = Yi(t). Ekkor

1 1
ogm] 2 i ) = 4
k<n

az LP([0,1]%) térben, ha n — oo P-majdnem minden w € Q esetén, ahol W -vel jeléltiik a
d-paraméterd sztenderd Wiener-folyamatot.

8Monroe D. Donsker nevéhez fizédik a kézponti hataroloszlas tétel funkcionalis alakjanak bevezetése,
illetve bizonyitasa [21], amelyre Donsker-féle invariancia torvényként vagy funkcionalis hatareloszlas-tételként
is szoktak hivatkozni.
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O
Tekintsiik az alabbi

> (MU <t} —Jt]), hate[0,1]* (3.4)

Zn(t _
|1’l i<n

folyamatot, ahol a d, h € N rogzitettek, n € N* Uj, i € N” fiiggetlen, egyenletes eloszlast
valoszintiségi valtozok a [0, 1]¢ d-dimenziés kockén.

A fenti empirikus folyamattal kapcsolatban kimondhatjuk a kovetkezds tézist (Tuari, [72],
Theorem 3.1).

4. tézis. Tegyiik fel, hogy 1 < p < oo és legyen Zy(t) a (3.4)-ben definidlt empirikus folya-
mat. Ekkor fenndll a

1
T > =0z (w) =
|1ogn|§|k| A I

konvergencia az LP([0,1]%) térben n — oo esetén P-majdnem minden w € Q-ra, ahol B-vel
geloltik a d-paraméterd Brown-hidat.

OJ

Megjegyezziik, hogy az 1. téziscsoportban leirtak kovetkeznek a 2. téziscsoportban is-

mertetésre keriilt eredményekbdl, azonban az idérendet tekintve a kutatés soran elGszor az

1. téziscsoport eredményei adodtak (Turi, [74], [73]), majd a tovabbi vizsgalodasok utan
sziiletettek meg a 2. téziscsoportban ismertetésre kertils eredmények (Thuri, [72]).

3.3. Harmadik téziscsoport

A harmadik téziscsoportban majdnem biztos hatareloszlas-tételek integral alaka verzidi
keriilnek bemutatéasra, ahol a hatarfolyamat Poisson-, illetve normalis eloszlast kovet. Az
eredmények Turi [71]-ben megjelent publikaciojan alapulnak.

ElGszor a

[¢]
€(t) =Y T a1(&) (3.5)

=1

folyamatot vizsgaljuk, illetve annak transzformaltjaval kapcsolatban mondunk ki majdnem
biztos hatéareloszlas-tételt, ahol a &;, + € N fiiggetlen, egyenletes eloszlast valoszintiségi val-
tozok a [0, 1] intervallumon.
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A (3.5) folyamatra vonatkozo majdnem biztos hatéareloszlas-tétel a kovetkez6kben keriil
kimondasra (Turi, [71], Theorem 2.1.).

5. tézis. Legyen az f(t),t > 1 olyan figgvény, amelyre teljesil, hogy az

[
B

mddon definidlt fiigguény monoton névekvd valamely B > 0 esetén és a £(t) folyamatot a
() =¢(f(t), 1 <t mddon hatdrozzuk meg, akkor fenndll a

1 T dt
— Oc(tu)— — fmy ha T —
bgTL[ ) K ¢ o

konvergencia P-majdnem minden w € Q) esetén, ahol w-vel jeloltik a sztenderd (azazEm = 1)
Poisson wvaldsziniségi vdltozot.

Definialjuk a

ha 0 < t (3.6)

folyamatot, ahol a V(t) egy centralt, homogén, fiiggetlen névekménytd, véges varianciaju
folyamat az f fiiggvény pedig ugyanazon tulajdonsagi, mint az 5. tézisben.
Ezzel kapcsolatban megfogalmazzuk az alabbi allitast (Turi, [71], Theorem 3.1.).

6. tézis. Fenndll az

1 T dt
— 5V(f(t),w)_ —>N(O, K(OO))7 ha T — oo
log(T') J; Vi)
konvergencia P-majdnem minden w € Q) esetén, ahol K(t) a Kolmogorov-reprezentdcidban
szerepld monoton névekvd, korldtos fiigguény gy, hogy fenndll a K(—oo) = 0 egyenldséy,
tovdbba N (0, K (00))-nel jeloltik a 0 vdrhato értéki és K(o0o) szordsnégyzetd normdlis elosz-
last.

3.4. Negyedik téziscsoport

A negyedik téziscsoportban két tézis keriil bemutatéasra (Ttri, [70]). A hetedik tézis egy
allitas a momentumok végességérdl, amelyre sziikségiink van a nyolcadik tézis bizonyitasanal.
Elgszor tekintsiik a momentumok végességérdl szolo tézist (Ttri, [70], Theorem 2.1.).

7
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7. tézis. Legyen B eqy valds, szepardbilis Banach-tér a ||.|| normdval elldtva, legyen tovdbbd
B a B halmaz Borel-halmazaibol dllo o-algebra. Legyenek &1,&s, ... fiiggetlen, azonos el-
oszlasu B-értéki valosziniségr vdltozok, legyen tovabba S, = & + -+ &, n = 1,2,....
Tekintstink egy ay,as, ... monoton novekvd, pozitiv, valds szamsorozatot és legyen o €]0, 2]
rogzitett.

Tegyiik fel, hogy fenndll az aldbbi

“C’L”” < Omat™ (3.7)

dsszefiiggés, ahol (T,)n>1 egy nemnegativ egész szamokbdl dllo sorozat gy, hogy lim,, e T, =
0.
Tegytik fel tovdbbd, hogy barmely 5 €|0, o esetén fenndll, hogy

E||&.° < oo. (3.8)

Legyen az (a,)n>1 az (an)n>1 olyan részsorozata, amelyre valamely ¢ < oo esetén fenndll,
hogy a;, < ca;, ,,n=1,2,..., a (b,)n>1 pedig egy olyan B értéki sorozat, amelyre a

S,
(ﬁ - bzn) (3.9)
ai, n>1
sztochasztikusan korldtos.

Ekkor barmely B €]0, a| esetén fenndll a

B

Si
— =y,
aln

< 00 (3.10)

sup E

0sszefiiggés.

O
Tekintsiik a V(t),t > 0 fliggetlen, stacionarius névekményi folyamatot és tegytik fel,
hogy V(0) =0, a {V(t,w) : t > 0,w € Q} halmaz mérhets, a V(t) trajektoriai jobbrol foly-
tonosak és létezik a baloldali hatarértékiik.
Ekkor a Lévy-formulat felhasznalva (Gnedenko-Kolmogorov, [37]) a V(t) karakterisztikus
fliggvénye az alabbi

pvin(e) = E (V) = ¢ (t,2,b,0% L(y), R(y)) = (3.11)
— exp (4 ib —0—22+/0 - Y gry) s
= exp 1bx 5 x . e 1+ 42 )

Ay iy
w1 — d R
+/0 <€ 1+y2) R<y>})’ "e

alaku, ahol L(y) balrél folytonos, monoton névekvs, a | — 0o, 0[-an tgy, hogy L(—o0) = 0,
R(y) jobbrol folytonos és monoton névekvs a |0, oo| intervallumon, tovabba R(co) = 0 és
L(y), illetve R(y) kielégitik az fi y2dL(y) + [y y*dR(y) < oo Osszefiiggést barmely e > 0
esetén.




Uj tudoményos eredmények

Tekintsiik az alabbi

ty = YU

—B(t), 0<t< o (3.12)

folyamatot, ahol f: [0, co[— [0, 00| egy rogzitett, szigorian monoton névekvs fliggvény, az
A: [0, 00[—]0, 00| szintén rogzitett, pozitiv fiiggvény, tovabba a B(t) folyamatot valasszuk
meg ugy, hogy a £(t) folyamat karakterisztikus fiiggvénye az alabbi

90§(t)<x) = w(lv z, 07 Oa f(t)L(A(t)y)> f<t>R(A(t)y)) =

U, fFO)L(A(E)y), () R(AR)y)) (3.13)

alaku legyen, ahol a V() folyamatnal a b = 0 és a o = 0 valasztassal éltiink.

Ekkor

B = [ sttt + [ ott.aR) (3.1

ahol

_f@) y* b
909 = A0 T )0 + 9220 (1 A?(t)) | (3.15)

Ha azf(x) = = valasztassal éliink, akkor a £(t) folyamat karakterisztikus fiiggvénye

e (@) = ¥(, tL(A(t)y), tR(A(t)y)) (3.16)

alaku lesz.

Az L(t), illetve az R(t) fiiggvényekrdl is feltesziink még néhany, az alabbiakban ismerte-
tendd tulajdonsagot, amely biztositani fogja, hogy a késébb ismertetésre keriil6 majdnem
biztos hatareloszlastételben szerepld eloszlas stabilis legyen.

s s

és tegyiik fel, hogy az L(y) és az R(t) fliggvények kielégitik az

L(—t) C1

——~ % —, hat— o 3.17

RO o (3.17)
az

L(—t) + |R(t)| »
ha t 1
L(—t0) + | R(ir)] — 2P, at— 00 (3.18)

és a

tL(—A(t)) > ¢ >0, hat— oo (3.19)
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Osszefliggéseket.
Most tételezziik fel, hogy p = 2. Ekkor tegyiik fel, hogy fennéllnak a

t*(L(=t) — R(t))
fi)t r2dL(z) + fot 22dR(x)

— 0, hat— oo (3.20)

és a

t(/_OA(t) (ﬁfdf:(x) +/0_A(t) (ﬁ)iﬂ%{x)) 51, hat— oo (3.21)

Osszefiliggések.
Ezutan kimondhatjuk az idevonatkoz6 majdnem biztos hatareloszlas-tételt (Turi, [70],
Theorem 3.1.).

8. tézis. Tegyiik fel, hogy a &(t) folyamat karakterisztikus figguénye (3.16) alaki, tegyiik fel
tovdbbd, hogy 0 < p < 2 esetén fenndllnak a (3.17), (3.18) és a (3.19) feltételek, mig p = 2
esetén a (3.20) és a (3.21) tulajdonsdgok.
Ekkor fenndll a
1 T 5 At ha T
—log(T) /1 §(t7w)7 — Uz, a — OO

konvergencia majdnem minden w € € esetén, ahol a Z eqy p-stabilis valosziniiséi vdltozot
gelol jelol: p = 2 esetén Z sztenderd normalis eloszldst kévet, mig O < p < 2 esetén a Z
eloszldsa a V eloszldsdval egyezik meg.”

O

3.5. Otodik téziscsoport

Az 6t6dik téziscsoportban vizsgalt problémék a pénzfeldobassal kapcsolatosak: érmét do-
bunk fel egymas utan'® és az érmefeldobas soran kialakulo leghosszabb tiszta széridk szamat,

illetve ezek hatareloszlasat vizsgaljuk. Az allitasok egy részénél feltételezziik, hogy a pénz-
feldobasnal hasznalt érmék szabalyosak (azaz p = ¢ = %), majd késébb vizsgaljuk azt az

esetet, amikor a feldobott érmék nem szabélyosak (azaz p # q).
Jeloljiikk N-el azt, hogy hanyszor dobunk az érmével.

9A V karakterisztikus fiiggvénye @y (z) = 9 (:c, hjllp , —;—i) alaki.

10Mindezt formalizalva: tekintsiik a &1, &, ... fliggetlen, azonos eloszlast valészintiségi valtozokat, ahol a
{& =1},i=1,2,... azt az eseményt jeloli, hogy fejet dobunk, mig az {&; = 0}, =1,2,... azt az eseményt,
hogy irast kapunk, tovabba legyen P(§; = 1) = p,i = 1,2,... ésP(§& =0) =g =1—p,i = 1,2,....
A téziscsoportban Log jeloli a 1/p alapt logaritmust (igy természetesen szabalyos érménél a kettes alapu
logaritmust).

10
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Elgszor vizsgaljuk azt az esetet, amikor a dobassorozatot szabalyos érmével végezziik (azaz
p=q=3)
Rogton kimondhatjuk az alabbi eredményt (Turi, [69], Theorem 2.6.).

9. tézis. Tegyiik fel, hogy N — oo és n — oo gy, hogy

— A >0.

2n+1

Ekkor fenndll az aldbbi

. - 6—2)\ (2)\)k
Jim P(E(n, N) = ) = 2
osszefiiggés, ahol k =0,1,2..., tovdbbd £~*(n, N) = f*(n, N,w) jeloli a legaldbb n hosszisdgu
diszjunkt tiszta fej vagy tiszta irds sorozatok szdmdt.

O
A kovetkezG eredmény az n hosszisagu tiszta fej vagy tiszta iras sorozatok szamaval
kapcsolatos (Thri, [69], Theorem 2.7.).

10. tézis. Tegyiik fel, hogy fenndll az % — A > 0 konvergencia N — oo ésn — 0o esetén.
Ekkor a £*(n, N) = £*(n, N,w) eloszldsa konvergdl az dsszetett Poisson-eloszldshoz,'! azaz

fenndll a
. 1—1)z
lim E(z5 ™M) = exp [ 2A 4 -1
dsszefiiggés, ahol £(n, N) = &*(n, N,w) jeloli az n hosszisdgu tiszta fej vagy tiszta irds

sorozatok szdamdt.

U
A tizenegyedik tézis az alabbi allitas (Thuri, [69], Theorem 2.8.).

11. tézis. Legyen 0 < x < oo. Ekkor

lim ]P’(T (n) <x) S

n—00 on+1 —

dsszefiiggés, ahol 7*(n) az a legkisebb dobdsszam, amely esetén a dobdssorozatban egy n
hosszisdgu tiszta fej vagy eqy n hosszusagu tiszta irds széridt kapunk, azaz

7%(n) = min{N | £*(n, N) > 0}.

LA ¢ valoszintiségi valtozé Osszetett Poisson-eloszlasti, ha léteznek &1, &s, ... fiiggetlen, azonos eloszlast
valoszintségi valtozok és egy tolik fliggetlen Poisson-eloszlasi N = N(w) valoszintségi valtozo agy, hogy a
& eloszlasa megegyezik az Sy = & + &o + - - - + En Osszeg eloszlasaval.

11
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A tizenkettedik tézis a kovetkezd allitas (Turi, [69], Theorem 2.9.).

12. tézis. barmely k egész esetén fenndll a
P(u"(N) = [Log(N — 1)] < k) = exp(—2-*~Hs=DD) 4 o(1)

dsszefiiggés, ahol p*(N) = p*(N,w)-val jeloltik a leghosszabb tiszta fej sorozatok vagy a
leghosszabb tiszta irds sorozatok hosszdt az N dobdsbol, azaz

p (N) =max{n | £(n, N) > 0}.

O
Az ezutan kovetkezd téziseknél mér feltételezziik, hogy a dobéssorozat soréan feldobott

érmék nem szabalyosak (azaz p # q).
A tizenharmadik tézis a kovetkezd allitas (Turi, [69], Theorem 2.10.).

13. tézis. Tegyiik fel, hogy p > q. Ekkor barmely 0 < x < oo esetén fenndll a

lim P(7*(n)gp" <x)=1—¢€""

n—oo
osszefliggés.

O
A tizennegyedik tézis majdnem biztos hatareloszlas-tételt fogalmaz meg a leghosszabb
szériaval kapcsolatban (Turi, [69], Theorem 2.9.).

14. tézis. Fenndll a

t+1 (1Y _
lim 1 Zlﬂ(u*(i)—Logi<t): { ttHeXP[ (2) ]dy, ha p

n—o00 logn —
1=

N = N

osszefiiggés P-majdnem biztosan.

3.6. Hatodik téziscsoport

A hatodik téziscsoportban a véletlen elhelyezésekkel foglalkozunk (Fazekas-Chuprunov-Thri
[30]). A véletlen elhelyezést a kovetkezSképpen modellezhetjiik: n darab labdat helyezziink el
egymasutan, egyméstol fiiggetleniil N darab dobozba és jeldljik pu,.(n, N)-nel azon dobozok
szamat, amelyek pontosan r darab labdat tartalmaznak.

iy (n, N) reprezentalhato £, &;, i € N fiiggetlen, a [0, 1]-en egyenletes eloszlast valoszintiségi
valtozokkal: legyen n € N és Ay = {1,2,...,n}. Ekkor a

N
e, N) =3 > JIhkeeas [] Leeon

i=1 |A|:7‘7ACA(0) jGA ]GA(o) \A

12
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kifejezés — Osszhangban a bevezetésben leirtakkal — azon dobozok szamét adja, amelyek
pontosan r darab golyot tartalmaznak, ahol Ig-vel jeloltiik a B halmaz indikatorfiiggvényét,
tovabba A; jeloli a [0,1] intervallum A; = Ay, = [%, ﬁ [, 1 < i < N beosztasat, a
N, i =1,2..., N intervallumokra tugy tekintiink, mint dobozokra, tovabba a &;-ket tekintjiik
a & realizacioinak. Mindegyik realizaci6 egy véletlen elhelyezés valamelyik dobozba: a §; € A;
jelentése, hogy a j-edik labda az i-edik dobozba esik.

Kimondjuk aldbbi egyenlStlenséget, amely segitségével tobb majdnem biztos hatarel-
oszlas-tételt is bizonyitunk. Az egyenlStlenség a kovetkezs (Fazekas, Chuprunov, Thri, [30],
Theorem 2.1.)

15. tézis. teqyiik fel, hogy 0 < k <n, 0 <r <n és az N rogzitett. Ekkor fenndll, hogy

n2 1 1 n+k i 1 n—r
E(gn_cn) SCICOJ [(1_N> o + (1_N)

ahol ¢ < 0o és nem fiigg n-tdl, N-tdl és k-tol, azonban fiigghet r-tél, tovdbbd ¢, = p,(n, N) —
Epi,(n, N) és C* = E(Co| Fr) €s Fuk jeloli az Egyr, . . ., &y valdszindségi vdltozok dltal generdlt
o-algebrat.

(v +1),

OJ

A kovetkez eredmény a Kolchin-Sevastyanov-Chistyakov-tétel ([46], Theorem 3.) egy ver-

zidja. Az altalunk ismertetésre keriil6 tétel ajdonsaga abban all, hogy egyenletes konvergen-

ciat allitunk az (n, N)-ben egy bizonyos tartoméanyon, mikdzben az [-et rogzitjiik (Fazekas,
Chuprunov, Turi, [30], Theorem 2.2.).

16. tézis. Tegyiik fel, hogy r > 2 és | € N legyen rigzitett. Ekkor n, N — oo esetén fenndll
a

P(jiy(n, N) = 1) = l—l!(NpT)leNpT(l +o(1)) (3.22)

dsszefiiggés egyenletesen a T = {(n, N) : N > n®r=1/=2) Jogn} tartomdnyon.

O
Ezutan kimondhatjuk az el6z6 tézis majdnem biztos verziojat (Fazekas, Chuprunov, Thri,
[30], Theorem 2.3.).

17. tézis. Legyenr > 2, 0 < Ay < Ay < 00 ragzitett, tovabbad tekintsik az aldbbi

k
Tn: {(l{],K) €N2:k§n,)\1 S Kl—l. S)\Q}

tartomdnyt N%-ben.
Legyen

Qn(w) = = M) logn > m%mwxw)-

r—
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Ekkor n — oo esetén
Qn(w) = Ur

P-majdnem minden w € §) esetén, ahol T olyan valdosziniségi vdltozo, amelynek eloszldsa az
alabbe
1 1\ e
P(r =1) = = ot d 3.23
r=9 AQ—Al/Al u(w)e o (3.23)
alaki, ahol 1 =0,1,....
O

A kovetkezs tézis is majdnem biztos hatareloszlas-tétel allit (Fazekas, Chuprunov, Tri,
[30], Theorem 2.4.).

18. tézis. Tegyiik fel, hogy r > 2 rogzitett, 0 < ay, an < 00 €és tekintsik az aldbbi

T,={(k,K) e N’ k <n a1k < K < apk® /0

tartomanyt.
Legyen

1 1
(r)+ — Oolr) , -
@ (@) logn " KZ)GT k(log ag —logay + (1/2r)log k) K Si k(@)

Ekkor n — oo esetén
QY (W) = v
P-majdnem minden w € Q) esetén, ahol y-val jeloltik sztenderd normdlis eloszldst.
O

Ezutan bevezetjiik a kozponti tartomany fogalmét, amelyre sziikségiink lesz a tovabbiak-
hoz. Ha n, N — oo 1ugy, hogy

n
O<041§N§oz2<oo,

ahol a; és ay valamilyen konstansok, akkor azt mondjuk, hogy n, N — oo a kodzponti
tartomanyon.

Ezutan megfogalmazhatjuk az aldbbi majdnem biztos eredményt (Fazekas, Chuprunov,
Tuari, [30], Theorem 2.5.).

19. tézis. Legyen azr > 0 rogzitett, 0 < a; < ap < 00 €s

1 1
(r) — 1o
o) (log oy —log ay) logn Z Z kK5Sk7K(w).

k<n {K:alg%gag}

Ekkor n — oo esetén

P-majdnem minden w € ) esetén.

14
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Az el6z6 tételben a hatarértéket-tételt az n — oo esetre mondtuk ki tigy, hogy az Gsszeg-
zést rogzitett kozponti tartoményon végeztiik el. Az alabbi tétel mar két indexes, azaz
n — oo é N — oco. Az n és az N kozotti kapcsolat tetszéleges, de feltételezziik, hogy
az Osszegzés rogzitett kozponti tartomanyon torténik, tovabba azt is, hogy az (n, N) is ott
talalhato.

Fogalmazzuk meg az ezzel kapcsolatos majdnem biztos hatéreloszlas tételt (Fazekas, Chup-
runov, Turi, [30], Theorem 2.6.).

20. tézis. Legyen az r > 0 rogzitett, 0 < ay < ag < 00 €s

™ [y 1 L
Cnx (@) (log iy — log vy ) log n Z Z LK Stk
k<n {K:K<N,o1<E<as}
Ekkor, han, N — oo gy, hogy ay < « < aa, akkor

P-majdnem minden w € ) esetén.

3.7. Hetedik téziscsoport

A hetedik téziscsoportban egyetlen tétel keriil kimondasra. Itt is a véletlen elhelyezéssel
foglalkozunk, itt azonban mér tobbszori véletlen elhelyezést tekintiink. A kdvetkezd modellt
vizsgaljuk: helyezziink el N dobozban egymas utan, egyméstol fliggetleniil labdékat. A
golyok elhelyezése soran a golyok minden egyes elhelyezésnél minden dobozba 1/N valoszi-
niiséggel esnek. Egy rogzitett periodus alatt (példaul ez a rogzitett periodus lehet egy nap)
elhelyezlink m darab labdat és ezt a kisérletet ismételjiik n napon keresztiil. Jeldlje p, annak
a valoszintiségét, hogy nem sikeriilt ¢ darab labdanal tobbet elhelyezni az N darab doboz
egyikében sem az n nap soran.
A téziscsoport {6 eredménye az alabbi (Fazekas-Tri, [34], Theorem 1.).

21. tézis. Tegyiik fel, hogy m,n, N — oo gy, hogy fenndllnak az %(qﬁ) — a é€saz ’”WQ — 0
feltételek, ahol q eqy rogzitett egész szam. Ekkor teljesiil a
0, ha 0<1[<gq,
limp, =< e % ha [=q,
1, ha 1> q.

hatdrérték sszefiiggés.
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4. Summary

This Ph.D. thesis contains new results in the field of limit theorems (mainly almost sure
limit theorems) of probability theory.

In the first part of the dissertation we review the previous results and present the structure
of this dissertation. We mention the first results obtained by Brosamler and independently
by Schatte (see Brosamler [13| and Schatte [64]). They proved the following statement:
suppose that E|¢ |19 < 0o (6 > 0), where £1,&,, ... are independent, identically distributed
random variables and S, = & + - + &,.

Then

N
1 1 S,

_§ . _n 00)

logNn:1 n ool <\/ﬁ> = (),

almost surely. Here I_. ,; denotes the indicator function of the set | — 0o, z[ and ® denotes
the standard normal distribution function.

In the second chapter we show some new almost sure limit theorems in L”(]0, 1[), where
1 <p < oo (Turi, [74]).

First we study the

Yo(t) = % > & (4.1)

k<tn]

process, where &1, &, . .. are independent, identically distributed real random variables, Sy =
&4+ &k >1,8) =0, ES = 0 and D26, = o2 Here [] denotes the integer part.

16



Summary

We can state an almost sure theorem below:
In the space LP(]0, 1]) the convergence

is valid for almost every w € (), where 0, is the point mass at x and W is the standard
Wiener process and Yj(¢,w) = Yj () is defined in (4.1).
In this chapter we study the empirical-process

Zn(t) = —= D _(oy(Ui) = 1), (4.2)

where the U; (i = 1,2,...) are independent random variables with uniform distribution on
the interval [0, 1].

The almost sure limit theorem for the empirical process is below.

In the space LP(]0, 1]) convergence

1 1
-0 =
logn kz_; ARIe®) B

is valid for almost every w € 0, where B is the Brownian bridge and Zy(t,w) = Z(t) is
defined in (4.2).

In Chapter 3 we investigate the multi-indexed process for fields.

Let Xy, k € N? be a multiindex sequence of independent, identically distributed random
variables having zero mean and unit variance.

Let

Ya(t) = . Z Xk, (4.3)

where t € [0,1]? and n € N%.

17
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Here is the almost sure Donsker theorem for fields: Let 1 < p < co. Let Yy(t,w) = Yy (t).
Then

:>
\1ogn| Z < k] ol Hw

in L7([0,1]%), as n — oo for almost every w € €, where W is the standard d-parameter
Wiener process.
Consider the multidimensional empirical process

Za(t) = ({U; < t} — [t)), 4.4
\/—;{ b= 1t]) (4.4)

where n € N% and U}, i € N are independent random vectors having uniform distribution on
[0, 1]4.

We present the almost sure limit theorem for empirical process for fields, too: Let 1 <
p < 00. Let Z,(t,w) = Zu(t).

Then

—0 ) =
uogn| Z < Ik ol 1o

in L*([0,1]9), as n — oo for almost every w € ), where B is the d-parameter Brownian
process.

In Chapter 4 we investigate some integral versions of almost sure limit theorems.

In the first case the limit distribution will be the Poisson distribution, while the Gaussian
distribution in the second case.

First we investigate the

[t]
= ZH[O,H(&% (4.5)

process, where &;, i € R are independent random variables uniformly distributed on [0, 1].
In this case we prove an almost sure limit theorem, where the limit distribution is Poisson:
Let f(t),t <1 be a positive function such that

£
t8

is increasing for some 5 > 0. Let £(t) = &'(f(t)), 1 < t.
Then

1 /T 5o At
log(T> L {(t,w) t l‘l’ﬂ'

for almost all w € €2, where u, denotes the distribution of 7.
In the second case we mention the process

18
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V()
O = Ty

where V(t),t > 0 is a centered homogeneous, infinitely divisible, random process with inde-
pendent increments and with finite variance, furthermore its characteristic function is

(,DV(t) (ZL‘) o) (eiz\/(t))

0 1
= exp (t/ (e —1— my)—QdK(y)> :
—0 Y
x € R, where K (y) is an increasing bounded function such that K(—oc0) = 0.
Then
—;L—/Ta dti%m%)K())'ﬂT%
VE®w) ,K(o0)) i 00
log(T) Ji  ~vim t
almost surely.
Let 7(t),0 < ¢ be the standard Poisson process (i.e. En(t) = t). Then

L (/Ta ﬁ-ﬂ+AM01) ha T —
N T(f(t),w)—f(t) 5 s a 0
log(T) J, Vit

for almost all w € 2.
Let W (t) be the standard Wiener process. We have
1 g dt
—_— OwW(f(t)w) — —>N(0,1), haT — oo
log(T') /4 Vi@

for almost all w € €.
Let U(t) be the Ornstein-Uhlenbeck process. Then U(t) has the representation U(t) =
Ce ™/2W (e™), t > 0, where C,m > 0 and W (t) is the standard Wiener process. Let

f(t) = e™. Since @ = %, 1 <'t, is an increasing function by (b), we have

! % & v, N0,0), haT
G ), ST MO T o
for almost all w € €.

In Chapter 5 we deal with the sum of independent identically distributions random vari-
ables we shall prove an inequality for their moments.

Let B be a real separable Banach space with norm ||.||. We suppose that B is equipped
with its Borel o-fields B.

Our main result is the following;:

Let &,&, ... be independent identically distributed B-valued random variables, S,, =
S+ +&,n=1,2,.... Let aj,as,... be an increasing sequence of positive real numbers.
Let a €]0, 2] be fixed. Assume that

anm

An

< COmMetm pm=1,2,. .., (4.6)
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where 7, is a sequence of nonnegative numbers with lim,_,., 7, = 0. Assume that for any

B €]0,
E||&. % < oo. (4.7)

Let (ay,)n>1 be a subsequence of (a,),>1 so that for some ¢ < oo, a;, < cq
Let by, ba, ... be a B-valued sequence. Assume that

(5 0) "
ar, n>1

is stochastically bounded. Then, for any S €]0, «f

n=12,....

n—17

B

Sy,

< 0. 4.9
S (4.9)

sup E

In this Chapter we prove an almost sure limit theorem, too. Here the limit distribution
is a p-stable distribution.

In Chapter 6 we study a coin tossing experiment. Let the underlying random variables
be &1,&,.... We assume that &;,&, ... are independent and identically distributed with
P& =1) =p,P(& =0) =q¢=1—p. le we write 1 for a head and 0 for a tail. In
Chapter 6 we study pure runs, i.e. runs containing only head or containing only tails. We
prove limit theorems for the longest run. Our theorems 6.6-6.9 versions of theorems 1-4 in
Foldes [35]. These are limit theorems for a fair coin. We consider the case of a biased coin in
theorems 6.10 and 6.11. In this Chapter we obtain an almost sure limit theorem for longest
run (Theorem 6.12.).

In Chapter 7 we deal with random allocations.

Let £,&;,7 € N be independent random variables uniformly distributed on [0,1]. Let
N € N. Consider the subdivision of the interval [0, 1] into the subintervals A; = Ay, =
[ L], 1<i<N.

NN
We consider the intervals A;,i = 1,..., N, as a row of boxes. Random variables ¢;,j =
1,2, ..., are realizations of £&. Each realization of £ is treated as a random allocation of a

ball into one of the N boxes. The event §; € A; means that the jth ball falls into the ith
box. Let n € N, Ay = {1,2,...,n}.

N
pr(n, N) =) [ueean T Teean (4.10)
i=1

|Al=r,ACA o) JEA JEA)\A

3
is the number of boxes containing r balls and N Oﬁ% (1 — %)n_r is its expectation. Here
Cr = (") is the binomial coefficient and I is the indicator of the event B.

For n, N € N we will use the notation a = § and p,(a) = (o /r!)e™.

We shall use the notations

D) = VD21 (n, N) = v/cov(u,(n, N), pir(n, N))

and
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ﬂr(nv N) B Eﬂr(n’ N)
o0,
is the standardized variable, where (n, N) € N2,
We use the notation Ay ={k+1,...,n},k=0,1,...,n—1.

Let
N
CnZCn,sz Z Hﬂ{gjeai} H Liegny—

SO =

n,

=1 ‘A‘:T,AQA(O) JjEA jGA(O)\A
1 n—r
-NC? 1—— .
e (%)

We see that ¢, = p.(n, N) — Ep,(n, N). We have

= Z Z (77iA - EniA)a

i=1 [A|=r,ACAq)

where

ma = [[lgeny T1 Ligenn

JjeEA Apy\A

is the indicator of the event that the ith box contains the balls with indices in the set A (and
it does not contain any other ball). Let F}' be the o algebra generated by ki1, ..., &,.
We will use the following conditional expectaiton 7752) = E(n;a|Fux) and

¢ = Chy = B(Co| Frn) = Z >y —Enfy) = (4.11)

=1 ‘AI TACA(O)

N 1 X 1 k—(r—|ANA )

A|:7‘7AQA<0>

1 1\""
I Leeas II Teenn -+ (1_N) :

jGAﬂA(k) jEA(k)\A

The following inequality will play an important role in the proofs of our theorems:
Let 0 <k <n,0 <r <nand N fixed. Then we have

2 1 1 n+k i 1\""
E(¢n — () < cha [(1 — N) e (1 _ N)

where ¢ < oo does not depend on n, N and k& but may depend on r.
First consider the almost sure limit theorem below. Here the limit distribution will be a
mixture of the accompanying laws:

(a+1), (4.12)
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Let 7 > 2,0 < A\; < Ay < 00 be fixed. Let T}, be the following domain in N2

k
Tn:{(k,K)EN2:k§n,/\1§ = gAQ}.

Let

1 1
Qn(w) = — — T 0u (n,N)(w)-
“ (A2 — A1) logn (M{Z)ET” K21

Then, as n — oo,
Qn(w) = p;

for almost all w € €2, where 7 is a random variable with distribution

1 1\ e
P(r=1) = — [ — o d
(r=1 AQ—Al/M l!(r!)e o
where [ =0,1,....

Furthermore, we can state:
Let r > 2 be fixed, 0 < a1, as < 0o and

T, ={(k,K) e N’ 1 k <n,ank < K < ok F0/C0 Y
Let

1 1
(/r')+ 5 T .
@ (@) = logn " ; k(log ag — log oy + (1/2r) log k) K Stk (@)

Then, as n — oo, we have
QN (W) = v

for almost every w € ) and here v denotes the standard normal distribution.
Now we consider the almost sure limit theorems for random allocations in the central
domain. If n, N — oo so that

O<a1§%§o¢2<oo,
where a and as are some constants, then n, N — oo in a central domain.
Let » > 0 be fixed, 0 < a3 < ap < oo and
1
) o
@’ (w) = (log g — logal lognz Z kK Six@)

k<n {K:a1<E<as}

Then, as n — oo, we have

for almost every w € ).

In the above theorem the limit was considered for n — oo (and the indices of the sum-
mands were in a fixed central domain). The following theorem is a two-index limit theorem,
ie. n — oo and N — oo. The relation of n and N could be arbitrary, however, as the
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Summary

indices of summands are in a fixed central domain, we assume that (n, N) is considered in
central domain.
Let » > 0 be fixed, 0 < a3 < ap < oo and

™) () — 1 L 5ot
Cnn(w) = (log g — log avy) logn Z Z kK Ser (@)

k<n {K:K<N,o1< £ <as}

Then, as n, N — 00, so that a; < % < iy, we have

QYN (w) =7

for almost every w € €.

In Chapter 8 we presentation some random allocation with fix period.

Let balls be placed successively and independently into N boxes. At each allocation the
ball can fall into each box with probability % During a fixed period (for a day, say) we
allocate m balls. We execute an experiment series of n days. Let p, denote the probability
that we do not place more than ¢ balls into any of the N boxes during any of the n days.

Let ¢ be a fixed positive integer. Assume that m,n, N — oo so that

n m
n 41
N <q+1) o (4.13)

where « is a positive finite number and

m?

— 0. 4.14
g (114)
Then
0 ha 0<1<gq,
limp; =< e ® ha [=gq, (4.15)
1 ha [>gq.

We can state the result below too.

) R AR B

for | =1,2,...,m—1 where e > 0 and ¢ — 0 if m — oo and N — oo so that m?/N — 0.
In the last chapter we prove that the Fazekas-Rychlik result [32] imply the theorem Bro-
samler and Schatte [13], [64]. Moreover, we show relations between the old and the new

results.
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