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1. A kutatás előzményei

A dolgozatban túlnyomórészt majdnem biztos határeloszlás-tételeket állítunk és bizonyí-
tunk bizonyos, a dolgozatban ismertetésre kerülő valószínűségi változók sorozatára, illetve
folyamatokra.

A majdnem biztos határeloszlás-tételek kialakulása Gunnar Arnvid Brosamler [13] és Pe-
ter Schatte [64] nevéhez fűződik, akik 1988-ban egymástól függetlenül publikálták az ezzel
kapcsolatos eredményeiket1.

A két szerző megállapította, hogy igaz a következő

lim
N→∞

1

logN

N∑
n=1

1

n
I]−∞,x[

(
Sn√
n

)
= Φ(x)

összefüggés majdnem biztosan2 minden x ∈ R esetén, ahol Sn jelöli a ξ1, ξ2, . . . független,
azonos eloszlású valószínűségi változók részletösszegeit, azaz Sn = ξ1 + · · · + ξn, továbbá
Eξ1 = 0, Dξ21 = 1 és feltételezzük, hogy E|ξ1|2+δ < ∞, ahol I]−∞,x[ jelöli a ] −∞, x[ halmaz
indikátorfüggvényét, továbbá Φ a sztenderd normális eloszlásfüggvényt.

Brosamler, illetve Schatte eredményeinek ismertté válása után egyre több eredmény szü-
letett a témakörrel kapcsolatban.

Major Péter [50], [51] eredményei a majdnem biztos határeloszlás-tételek mélyebb alap-
jaira és összefüggéseire világítottak rá.

Fontos mérföldkő volt a Berkes István és Csáki Endre által publikált eredmény [7]. A cikk-
ben3 Berkes és Csáki belátta, hogy ha ξ1, ξ2, . . . független valószínűségi változók, fk : Rk → R
(k = 1, 2, . . . ) mérhető függvények és feltesszük, hogy minden 1 ≤ k < l esetén létezik egy
fk,l : Rl−k → R mérhető függvény úgy, hogy

E(|fl(ξ1, . . . , ξl)− fk,l(ξk+1, . . . , ξl)| ∧ 1) ≤ C(log+ log+(cl/ck))
−(1+ε)

valamely C > 0 és ε > 0 estén, továbbá (cn)n≥1 olyan pozitív, nemcsökkenő sorozat, amelyre

1A két szerző eredménye annyiban különbözik egymástól, hogy Brosamler a (2+δ)-ik (δ > 0) momentumok
végességét tételezte fel, míg Schatte a 3. momentumok végességéből indult ki, azaz nála δ = 1 volt.

2Amikor a "majdnem mindenütti konvergencia" vagy a "majdnem biztos konvergencia" kifejezést hasz-
náljuk, akkor – ha csak mást nem mondunk – a háttérben álló (Ω,A,P) valószínűségi mező P valószínűségi
mértéke szerint értjük a majdnem biztos (majdnem mindenütti) konvergenciát, esetenként a "P-majdnem
minden ω ∈ Ω" vagy a "P-majdnem biztosan" jelölés helyett csak a "majdnem minden ω ∈ Ω" vagy egysze-
rűen csak a "majdnem mindenütt", illetve a "majdnem biztosan" kifejezést használjuk.

3A cikkben több fontos tétel található a témakörrel kapcsolatban mi azonban csak fenti tételt idézzük
terjedelmi korlátok miatt.
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Speciális határeloszlás-tételek a valószínűségszámításban

fennáll, hogy cn →∞, cn+1/cn = O(1) és

dk = log(ck+1/ck), Dn =
∑
k≤n

dk,

akkor bármely G eloszlásfüggvény esetén a

lim
N→∞

1

DN

∑
k≤N

dkI(fk(ξ1, . . . , ξk) < x) = G(x) majdnem biztosan

bármely x ∈ CG esetén és a

lim
N→∞

1

DN

∑
k≤N

dkP(fk(ξ1, . . . , ξk) < x) = G(x)

bármely x ∈ CG esetén állítások ekvivalensek, ahol CG jelöli a G folytonossági pontjainak a
halmazát. Az eredmény akkor is érvényben marad, ha a (dn)n≥1 sorozatot tetszőlegesen olyan
(d∗n)n≥1 sorozattal helyettesítjük, amelyre fennáll, hogy 0 ≤ d∗k ≤ dk minden k ∈ N esetén és∑
d∗k =∞.
A Berkes-Csáki publikációban az ismertetésre kerülő tételeknek több alkalmazása is be-

mutatásra kerül (például a részletösszegek, a szélsőértékek, az empirikus eloszlásfüggvény, a
visszatérési idők, illetve a Darling-Erdős tipusú határértéktételek majdnem biztos verziói).

A következő fontos és általunk felhasznált eredmény a Fazekas-Rychlik publikáció [32].
A szerzők az általános fázisterű esetet vizsgálják: felteszik a fázistérről, hogy teljes szepa-
rábilis metrikus tér. Cikkük általánosítása az [7] eredménynek. Megjegyezzük, hogy bár a
[32] publikációban szereplő eredmény formálisan hasonló a Berkes-Csáki cikkben leírtakhoz
– a bizonyítása is a [7]-ben alkalmazott technikát követi – felhasználhatósága az alkalmazá-
sokban – köszönhetően az általánosításnak – rendkívül sokoldalú (lásd például a [74], [73]
eredményeket).

A majdnem biztos határeloszlás-tételek egy további általánosítását jelenti a Fazekas és
Rychlik mezőkre vonatkozó eredménye [33]: a szerzők mezőkre általánosítják a [32]-beli
eredményeket. Megjegyzendő, hogy a [33]-ban foglalt eredmény korántsem triviális követ-
kezménye a [32]-ben foglaltaknak, hiszen a majdnem biztos konvergencia nem metrizálható.
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2. Célkitűzések

A kutatás célja különböző majdnem biztos határeloszlás-tételek bemutatása és természe-
tesen bizonyítása4.

Célunk volt az Lp(]0, 1[), 1 ≤ p <∞ térben bizonyítani a majdnem biztos Donsker-tételt,
illetve hasonló állítást bizonyítani az empirikus folyamatra [73].

Célkitűzésünk közt szerepelt a többindexes Donsker-tétel bizonyítása az Lp(]0, 1[d), 1 ≤
p <∞ térben és ugyanebben a térben hasonló állításokat bizonyítani a többindexes empiri-
kus folyamatról [72].

Célunk volt integrál alakú konvergenciák bizonyítása is: majdnem biztos határeloszlás-
tételt mondunk ki a Poisson-eloszláshoz, majd a normális eloszláshoz bizonyos folyamatokról
[71].

A kutatás során a célkitűzések között szerepelt, hogy bizonyos folyamatokról bizonyítsuk,
hogy fennáll velük kapcsolatban a majdnem biztos határeloszlás-tétel, a határeloszlás pedig
p-stabilis eloszlást követ. Megjegyezzük, hogy a p-stabilis eloszláshoz való majdnem biz-
tos határeloszlás-tétel bizonyításához be kellett látni egy bizonyos tételt is a momentumok
végességéről [70].

Célkitűzésünk közt szerepelt az érmefeldobások (mind a szabályos, mind a szabálytalan
érmék esetén) során kialakuló szériák vizsgálata: ezzel kapcsolatban sikerült kimondanunk
határeloszlás tételeket és majdnem biztos határeloszlás-tételeket is [69].

Célunk volt a véletlen elhelyezések vizsgálata is: több ezzel kapcsolatos majdnem biz-
tos határeloszlás-tétel kerül kimondásra, továbbá itt is megfogalmazunk és bizonyítunk egy
egyenlőtlenséget, amelyre szükségünk volt a majdnem biztos határeloszlás-tételek bizonyí-
tásáshoz [30].

Célkitűzésünk volt a véletlen elhelyezések folyamatának vizsgálata is: itt egy határérték-
tételt mondunk ki és bizonyítunk [34].

A kutatás során a célkitűzések között szerepelt továbbá a különböző majdnem biztos
határeloszlás-tételek közötti összefüggések áttekintése: megvizsgáltuk, hogy milyen összefüg-
gés áll fenn a Berkes-Csáki által publikált eredmény [7], Fazekas-Rychlik tétele [32], illetőleg
a legelső idevonatkozó Brosamler [13] és Schatte [64] eredmény között.

4A legtöbb kimondott és bizonyított tétel majdnem biztos határeloszlás-tétel, néhány esettől eltekintve.
Ezenkívül olyan tételek is kimondásra kerülnek, amelyek segítségével történik a majdnem biztos határeloszlás-
tételek bizonyítása.
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3. Új tudományos eredmények

Ebben a részben téziscsoportokba rendezve ismertetjük az új tudományos eredményeket.
Egy-egy téziscsoportba szedtük azokat a téziseket, amelyek összetartozónak tekinthetők.

3.1. Első téziscsoport
Az első téziscsoportban az Lp(]0, 1[) (1 ≤ p < ∞) térben két folyamatot vizsgáltunk és

mindkettővel kapcsolatban sikerült bizonyítanunk majdnem biztos határeloszlás-tételt (Túri,
[73]).

Az első folyamatot5 az alábbi módon

Yn(t) =
1

σ
√
n

∑
k≤[tn]

ξk (3.1)

definiáltuk, ahol S0 = 0, Sk = ξ1 + ξ2 + · · · + ξk, k ≥ 1 és ξ1, ξ2, . . . független, azonos
eloszlású, valós értékű valószínűségi változók úgy, hogy Eξ1 = 0, D2ξ1 = σ2 és E|ξ1|p < ∞,
ahol 1 ≤ p <∞. Itt is [.] jelöli az egészrészfüggvényt.

Az első tézis a (3.1) folyamattal kapcsolatban fogalmaz meg majdnem biztos határeloszlás-
tételt (Túri, [73], Theorem 2.1).

1. tézis. Tegyük fel, hogy 1 ≤ p <∞. Ekkor fennáll az alábbi

1

log n

n∑
k=1

1

k
δYk(.,ω) ⇒ µW

konvergencia n → ∞ esetén P-majdnem minden ω ∈ Ω-ra az Lp(]0, 1[) térben, ahol W a
sztenderd Wiener-folyamat és µW -vel jelöltük annak eloszlását,6 továbbá Yk(t, ω) = Yk(t) a
(3.1)-ben definiált folyamat, ahol δx jelöli az x ∈ R pontra koncentrált eloszlást.7

�

5A folyamatoknál általában külön nem jelezzük a véletlentől való függésüket, azaz eltekintünk az Xn(t, ω)
(ω ∈ Ω, ahol (Ω,A, P) a háttérben álló valószínűségi mező), írásmódtól, helyette az esetek nagy részében az
Xn(t) egyszerűsített jelöléssel élünk.

6Többször µξ-vel jelöljük a ξ valószínűségi változó eloszlását.
7Az egy pontra koncentrált eloszlás jelentése: δx(B) = 1, ha x ∈ B és δx(B) = 0, ha x /∈ B bármely

M -beli B Borel-halmaz esetén.
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Új tudományos eredmények

A másik folyamatot az alábbi módon

Zn(t) =
1√
n

n∑
i=1

(I[0,t](Ui)− t) (3.2)

definiáljuk, ahol az Ui-k (i = 1, 2, . . . ) független, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlású
valószínűségi változók.

A második tézis majdnem biztos határeloszlás-tételt fogalmaz meg a (3.2) folyamattal
kapcsolatban (Túri, [73], Theorem 3.1).

2. tézis. Tegyük fel, hogy 1 ≤ p <∞. Ekkor fennáll az alábbi

1

log n

n∑
k=1

1

k
δZk(.,ω) ⇒ µB,

konvergencia n → ∞ esetén P-majdnem biztosan az Lp(]0, 1[) térben, ahol B a Brown-híd
és Zk(t, ω) = Zk(t) a (3.2)-ben definiált folyamat.

�
Tehát ebben a téziscsoportban az Yn(t) sztenderd Wiener-folyamathoz, illetve a Zn(t)

Brown-hídhoz való konvergenciájáról állítunk majdnem biztos határeloszlás-tételt (majdnem
biztos Donsker-tétel8, illetve hasonló eredmény az empirikus folyamatra).

3.2. Második téziscsoport
A második téziscsoportba tartozó állítások hasonlóak az első téziscsoportban kimondot-

takhoz, azonban itt már az Lp([0, 1]d), (1 ≤ p < ∞) térben mondjuk ki az idevonatkozó
majdnem biztos határeloszlás-tételeket (Túri, [72]).

Legyenek ξk,k ∈ Nd többindexes, független, azonos eloszlású valószínűségi változók úgy,
hogy Eξk = 0 és D2ξk = 1. Az Yn(t) folyamatot definiáljuk az alábbi módon:

Yn(t) =
1√
|n|

∑
k≤[nt]

ξk, (3.3)

ahol t ∈ [0, 1]d, n ∈ Nd.
A harmadik tézis majdnem biztos határeloszlás-tételt fogalmaz meg a (3.3) folyamattal

kapcsolatban (Túri, [72], Theorem 2.1).

3. tézis. Tegyük fel, hogy 1 ≤ p <∞. Legyen Yk(t, ω) = Yk(t). Ekkor
1

| logn|
∑
k≤n

1

|k|
δYk(., ω)⇒ µW

az Lp([0, 1]d) térben, ha n → ∞ P-majdnem minden ω ∈ Ω esetén, ahol W -vel jelöltük a
d-paraméterű sztenderd Wiener-folyamatot.

8Monroe D. Donsker nevéhez fűződik a központi határoloszlás tétel funkcionális alakjának bevezetése,
illetve bizonyítása [21], amelyre Donsker-féle invariancia törvényként vagy funkcionális határeloszlás-tételként
is szoktak hivatkozni.
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Speciális határeloszlás-tételek a valószínűségszámításban

�
Tekintsük az alábbi

Zn(t) =
1√
|n|

∑
i≤n

(I{Ui ≤ t} − |t|), ha t ∈ [0, 1]d (3.4)

folyamatot, ahol a d, h ∈ N rögzítettek, n ∈ Nh, Ui, i ∈ Nh független, egyenletes eloszlású
valószínűségi változók a [0, 1]d d-dimenziós kockán.

A fenti empirikus folyamattal kapcsolatban kimondhatjuk a következő tézist (Túri, [72],
Theorem 3.1).

4. tézis. Tegyük fel, hogy 1 ≤ p < ∞ és legyen Zk(t) a (3.4)-ben definiált empirikus folya-
mat. Ekkor fennáll a

1

| logn|
∑
i≤n

1

|k|
δZk(.,ω) ⇒ µB

konvergencia az Lp([0, 1]d) térben n → ∞ esetén P-majdnem minden ω ∈ Ω-ra, ahol B-vel
jelöltük a d-paraméterű Brown-hídat.

�
Megjegyezzük, hogy az 1. téziscsoportban leírtak következnek a 2. téziscsoportban is-

mertetésre került eredményekből, azonban az időrendet tekintve a kutatás során először az
1. téziscsoport eredményei adódtak (Túri, [74], [73]), majd a további vizsgálódások után
születettek meg a 2. téziscsoportban ismertetésre kerülő eredmények (Túri, [72]).

3.3. Harmadik téziscsoport
A harmadik téziscsoportban majdnem biztos határeloszlás-tételek integrál alakú verziói

kerülnek bemutatásra, ahol a határfolyamat Poisson-, illetve normális eloszlást követ. Az
eredmények Túri [71]-ben megjelent publikációján alapulnak.

Először a

ξ′(t) =

[t]∑
i=1

I[0, 1t ](ξi) (3.5)

folyamatot vizsgáljuk, illetve annak transzformáltjával kapcsolatban mondunk ki majdnem
biztos határeloszlás-tételt, ahol a ξi, i ∈ N független, egyenletes eloszlású valószínűségi vál-
tozók a [0, 1] intervallumon.
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Új tudományos eredmények

A (3.5) folyamatra vonatkozó majdnem biztos határeloszlás-tétel a következőkben kerül
kimondásra (Túri, [71], Theorem 2.1.).

5. tézis. Legyen az f(t), t ≥ 1 olyan függvény, amelyre teljesül, hogy az

f(t)

tβ

módon definiált függvény monoton növekvő valamely β > 0 esetén és a ξ(t) folyamatot a
ξ(t) = ξ′(f(t)), 1 ≤ t módon határozzuk meg, akkor fennáll a

1

log(T )

∫ T

1

δξ(t,ω)
dt

t

w−→ µπ, ha T →∞

konvergencia P-majdnem minden ω ∈ Ω esetén, ahol π-vel jelöltük a sztenderd (azaz Eπ = 1)
Poisson valószínűségi változót.

�
Definiáljuk a

V (f(t))

(f(t))1/2
, ha 0 ≤ t (3.6)

folyamatot, ahol a V (t) egy centrált, homogén, független növekményű, véges varianciájú
folyamat az f függvény pedig ugyanazon tulajdonságú, mint az 5. tézisben.

Ezzel kapcsolatban megfogalmazzuk az alábbi állítást (Túri, [71], Theorem 3.1.).

6. tézis. Fennáll az

1

log(T )

∫ T

1

δV (f(t),ω)√
f(t)

dt

t

w−→ N (0, K(∞)), ha T →∞

konvergencia P-majdnem minden ω ∈ Ω esetén, ahol K(t) a Kolmogorov-reprezentációban
szereplő monoton növekvő, korlátos függvény úgy, hogy fennáll a K(−∞) = 0 egyenlőség,
továbbá N (0, K(∞))-nel jelöltük a 0 várható értékű és K(∞) szórásnégyzetű normális elosz-
lást.

�

3.4. Negyedik téziscsoport

A negyedik téziscsoportban két tézis kerül bemutatásra (Túri, [70]). A hetedik tézis egy
állítás a momentumok végességéről, amelyre szükségünk van a nyolcadik tézis bizonyításánál.

Először tekintsük a momentumok végességéről szóló tézist (Túri, [70], Theorem 2.1.).
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Speciális határeloszlás-tételek a valószínűségszámításban

7. tézis. Legyen B egy valós, szeparábilis Banach-tér a ‖.‖ normával ellátva, legyen továbbá
B a B halmaz Borel-halmazaiból álló σ-algebra. Legyenek ξ1, ξ2, . . . független, azonos el-
oszlású B-értékű valószínűségi változók, legyen továbbá Sn = ξ1 + · · · + ξn, n = 1, 2, . . . .
Tekintsünk egy a1, a2, . . . monoton növekvő, pozitív, valós számsorozatot és legyen α ∈]0, 2]
rögzített.

Tegyük fel, hogy fennáll az alábbi

anm
an
≤ Cm

1
α
+τn (3.7)

összefüggés, ahol (τn)n≥1 egy nemnegatív egész számokból álló sorozat úgy, hogy limn→∞ τn =
0.

Tegyük fel továbbá, hogy bármely β ∈]0, α[ esetén fennáll, hogy

E‖ξn‖β <∞. (3.8)

Legyen az (aln)n≥1 az (an)n≥1 olyan részsorozata, amelyre valamely c < ∞ esetén fennáll,
hogy aln ≤ caln−1 , n = 1, 2, . . . , a (bn)n≥1 pedig egy olyan B értékű sorozat, amelyre a(

Sln
aln
− bln

)
n≥1

(3.9)

sztochasztikusan korlátos.
Ekkor bármely β ∈]0, α[ esetén fennáll a

sup
n

E
∥∥∥∥Slnaln − bln

∥∥∥∥β <∞ (3.10)

összefüggés.

�
Tekintsük a V (t), t ≥ 0 független, stacionárius növekményű folyamatot és tegyük fel,

hogy V (0) = 0, a {V (t, ω) : t ≥ 0, ω ∈ Ω} halmaz mérhető, a V (t) trajektóriái jobbról foly-
tonosak és létezik a baloldali határértékük.

Ekkor a Lévy-formulát felhasználva (Gnedenko-Kolmogorov, [37]) a V (t) karakterisztikus
függvénye az alábbi

ϕV (t)(x) = E
(
eixV (t)

)
= ψ

(
t, x, b, σ2, L(y), R(y)

)
= (3.11)

= exp

(
t

{
ibx− σ2

2
x2 +

∫ 0

−∞

(
eixy − 1− ixy

1 + y2

)
dL(y)+

+

∫ ∞
0

(
eixy − 1− ixy

1 + y2

)
dR(y)

})
, x ∈ R

alakú, ahol L(y) balról folytonos, monoton növekvő, a ] −∞, 0[-án úgy, hogy L(−∞) = 0,
R(y) jobbról folytonos és monoton növekvő a ]0,∞[ intervallumon, továbbá R(∞) = 0 és
L(y), illetve R(y) kielégítik az

∫ 0

−ε y
2dL(y) +

∫ ε
0
y2dR(y) < ∞ összefüggést bármely ε > 0

esetén.

8
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Tekintsük az alábbi

ξ(t) =
V (f(t))

A(t)
−B(t), 0 < t <∞ (3.12)

folyamatot, ahol f : [0,∞[−→ [0,∞[ egy rögzített, szigorúan monoton növekvő függvény, az
A : [0,∞[−→]0,∞[ szintén rögzített, pozitív függvény, továbbá a B(t) folyamatot válasszuk
meg úgy, hogy a ξ(t) folyamat karakterisztikus függvénye az alábbi

ϕξ(t)(x) = ψ(1, x, 0, 0, f(t)L(A(t)y), f(t)R(A(t)y)) =

ψ(x, f(t)L(A(t)y), f(t)R(A(t)y)) (3.13)

alakú legyen, ahol a V (t) folyamatnál a b = 0 és a σ = 0 választással éltünk.
Ekkor

B(t) =

∫ 0

−∞
g(t, y)dL(y) +

∫ ∞
0

g(t, y)dR(y), (3.14)

ahol

g(t, y) =
f(t)

A(t)

y3

(1 + y2)(1 + y2/A2(t))

(
1− 1

A2(t)

)
. (3.15)

Ha azf(x) ≡ x választással élünk, akkor a ξ(t) folyamat karakterisztikus függvénye

ϕξ(t)(x) = ψ(x, tL(A(t)y), tR(A(t)y)) (3.16)

alakú lesz.
Az L(t), illetve az R(t) függvényekről is felteszünk még néhány, az alábbiakban ismerte-

tendő tulajdonságot, amely biztosítani fogja, hogy a később ismertetésre kerülő majdnem
biztos határeloszlástételben szereplő eloszlás stabilis legyen.

Először legyen 0 < p < 2. Tekintsük a V (t) folyamat (3.11)-ben definiált Lévy-reprezentációját
és tegyük fel, hogy az L(y) és az R(t) függvények kielégítik az

L(−t)
|R(t)|

→ c1
c2
, ha t→∞ (3.17)

az

L(−t) + |R(t)|
L(−tx) + |R(tx)|

→ xp, ha t→∞ (3.18)

és a

tL(−A(t))→ c1 > 0, ha t→∞ (3.19)

9



Speciális határeloszlás-tételek a valószínűségszámításban

összefüggéseket.
Most tételezzük fel, hogy p = 2. Ekkor tegyük fel, hogy fennállnak a

t2(L(−t)−R(t))∫ 0

−t x
2dL(x) +

∫ t
0
x2dR(x)

→ 0, ha t→∞ (3.20)

és a

t

(∫ 0

−A(t)

(
x

A(t)

)2

dL(x) +

∫ −A(t)
0

(
x

A(t)

)2

dR(x)

)
→ 1, ha t→∞ (3.21)

összefüggések.
Ezután kimondhatjuk az idevonatkozó majdnem biztos határeloszlás-tételt (Túri, [70],

Theorem 3.1.).

8. tézis. Tegyük fel, hogy a ξ(t) folyamat karakterisztikus függvénye (3.16) alakú, tegyük fel
továbbá, hogy 0 < p < 2 esetén fennállnak a (3.17), (3.18) és a (3.19) feltételek, míg p = 2
esetén a (3.20) és a (3.21) tulajdonságok.

Ekkor fennáll a
1

log(T )

∫ T

1

δξ(t,ω)
dt

t

w−→ µZ , ha T →∞

konvergencia majdnem minden ω ∈ Ω esetén, ahol a Z egy p-stabilis valószínűséi változót
jelöl jelöl: p = 2 esetén Z sztenderd normális eloszlást követ, míg 0 < p < 2 esetén a Z
eloszlása a V eloszlásával egyezik meg.9

�

3.5. Ötödik téziscsoport
Az ötödik téziscsoportban vizsgált problémák a pénzfeldobással kapcsolatosak: érmét do-

bunk fel egymás után10 és az érmefeldobás során kialakuló leghosszabb tiszta szériák számát,
illetve ezek határeloszlását vizsgáljuk. Az állítások egy részénél feltételezzük, hogy a pénz-
feldobásnál használt érmék szabályosak (azaz p = q = 1

2
), majd később vizsgáljuk azt az

esetet, amikor a feldobott érmék nem szabályosak (azaz p 6= q).
Jelöljük N -el azt, hogy hányszor dobunk az érmével.

9A V karakterisztikus függvénye ϕV (x) = ψ̄
(
x, c1

|y|p ,−
c2
yp

)
alakú.

10Mindezt formalizálva: tekintsük a ξ1, ξ2, . . . független, azonos eloszlású valószínűségi változókat, ahol a
{ξi = 1}, i = 1, 2, . . . azt az eseményt jelöli, hogy fejet dobunk, míg az {ξi = 0}, i = 1, 2, . . . azt az eseményt,
hogy írást kapunk, továbbá legyen P(ξi = 1) = p, i = 1, 2, . . . és P(ξi = 0) = q = 1 − p, i = 1, 2, . . . .
A téziscsoportban Log jelöli a 1/p alapú logaritmust (így természetesen szabályos érménél a kettes alapú
logaritmust).

10



Új tudományos eredmények

Először vizsgáljuk azt az esetet, amikor a dobássorozatot szabályos érmével végezzük (azaz
p = q = 1

2
).

Rögtön kimondhatjuk az alábbi eredményt (Túri, [69], Theorem 2.6.).

9. tézis. Tegyük fel, hogy N →∞ és n→∞ úgy, hogy

N

2n+1
→ λ > 0.

Ekkor fennáll az alábbi

lim
N→∞

P(ξ̃∗(n,N) = k) =
e−2λ(2λ)k

k!

összefüggés, ahol k = 0, 1, 2 . . . , továbbá ξ̃∗(n,N) = ξ̃∗(n,N, ω) jelöli a legalább n hosszúságú
diszjunkt tiszta fej vagy tiszta írás sorozatok számát.

�
A következő eredmény az n hosszúságú tiszta fej vagy tiszta írás sorozatok számával

kapcsolatos (Túri, [69], Theorem 2.7.).

10. tézis. Tegyük fel, hogy fennáll az N
2n+1 → λ > 0 konvergencia N →∞ és n→∞ esetén.

Ekkor a ξ∗(n,N) = ξ∗(n,N, ω) eloszlása konvergál az összetett Poisson-eloszláshoz,11 azaz
fennáll a

lim
N→∞

E(zξ
∗(n,N)) = exp

(
2λ

(
(1− 1

2
)z

1− 1
2
z
− 1

))
összefüggés, ahol ξ∗(n,N) = ξ∗(n,N, ω) jelöli az n hosszúságú tiszta fej vagy tiszta írás
sorozatok számát.

�
A tizenegyedik tézis az alábbi állítás (Túri, [69], Theorem 2.8.).

11. tézis. Legyen 0 < x <∞. Ekkor

lim
n→∞

P
(
τ ∗(n)

2n+1
≤ x

)
= 1− e−2x

összefüggés, ahol τ ∗(n) az a legkisebb dobásszám, amely esetén a dobássorozatban egy n
hosszúságú tiszta fej vagy egy n hosszúságú tiszta írás szériát kapunk, azaz

τ ∗(n) = min{N | ξ∗(n,N) > 0}.

�

11A ξ valószínűségi változó összetett Poisson-eloszlású, ha léteznek ξ1, ξ2, . . . független, azonos eloszlású
valószínűségi változók és egy tőlük független Poisson-eloszlású N = N(ω) valószínűségi változó úgy, hogy a
ξ eloszlása megegyezik az SN = ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξN összeg eloszlásával.

11
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A tizenkettedik tézis a következő állítás (Túri, [69], Theorem 2.9.).

12. tézis. bármely k egész esetén fennáll a

P(µ∗(N)− [Log(N − 1)] < k) = exp(−2−(k−{Log(N−1)})) + o(1)

összefüggés, ahol µ∗(N) = µ∗(N,ω)-val jelöltük a leghosszabb tiszta fej sorozatok vagy a
leghosszabb tiszta írás sorozatok hosszát az N dobásból, azaz

µ∗(N) = max{n | ξ∗(n,N) > 0}.

�
Az ezután következő téziseknél már feltételezzük, hogy a dobássorozat során feldobott

érmék nem szabályosak (azaz p 6= q).
A tizenharmadik tézis a következő állítás (Túri, [69], Theorem 2.10.).

13. tézis. Tegyük fel, hogy p > q. Ekkor bármely 0 < x <∞ esetén fennáll a

lim
n→∞

P(τ ∗(n)qpn ≤ x) = 1− e−x

összefüggés.

�
A tizennegyedik tézis majdnem biztos határeloszlás-tételt fogalmaz meg a leghosszabb

szériával kapcsolatban (Túri, [69], Theorem 2.9.).

14. tézis. Fennáll a

lim
n→∞

1

log n

n∑
i=1

1

i
I(µ∗(i)− Log i < t) =

{∫ t+1

t
exp

[
−
(
1
2

)y]
dy, ha p = 1

2∫ t+1

t
exp [−qpy] dy, ha p > 1

2

összefüggés P-majdnem biztosan.

�

3.6. Hatodik téziscsoport
A hatodik téziscsoportban a véletlen elhelyezésekkel foglalkozunk (Fazekas-Chuprunov-Túri
[30]). A véletlen elhelyezést a következőképpen modellezhetjük: n darab labdát helyezzünk el
egymásután, egymástól függetlenül N darab dobozba és jelöljük µr(n,N)-nel azon dobozok
számát, amelyek pontosan r darab labdát tartalmaznak.
µr(n,N) reprezentálható ξ, ξi, i ∈ N független, a [0, 1]-en egyenletes eloszlású valószínűségi

változókkal: legyen n ∈ N és A(0) = {1, 2, . . . , n}. Ekkor a

µr(n,N) =
N∑
i=1

∑
|A|=r,A⊂A(0)

∏
j∈A

I{ξj∈4i}
∏

j∈A(0)\A

I{ξj /∈4i}

12
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kifejezés – összhangban a bevezetésben leírtakkal – azon dobozok számát adja, amelyek
pontosan r darab golyót tartalmaznak, ahol IB-vel jelöltük a B halmaz indikátorfüggvényét,
továbbá 4i jelöli a [0, 1] intervallum 4i = 4Ni =

[
i−1
N
, i
N

[
, 1 ≤ i ≤ N beosztását, a

4i, i = 1, 2 . . . , N intervallumokra úgy tekintünk, mint dobozokra, továbbá a ξi-ket tekintjük
a ξ realizációinak. Mindegyik realizáció egy véletlen elhelyezés valamelyik dobozba: a ξj ∈ 4i

jelentése, hogy a j-edik labda az i-edik dobozba esik.
Kimondjuk alábbi egyenlőtlenséget, amely segítségével több majdnem biztos határel-

oszlás-tételt is bizonyítunk. Az egyenlőtlenség a következő (Fazekas, Chuprunov, Túri, [30],
Theorem 2.1.)

15. tézis. tegyük fel, hogy 0 < k < n, 0 < r ≤ n és az N rögzített. Ekkor fennáll, hogy

E(ζn − ζkn)2 ≤ ckαr−1

[(
1− 1

N

)n+k
αr +

(
1− 1

N

)n−r]
(α + 1),

ahol c <∞ és nem függ n-től, N-től és k-tól, azonban függhet r-től, továbbá ζn = µr(n,N)−
Eµr(n,N) és ζkn = E(ζn|Fnk) és Fnk jelöli az ξk+1, . . . , ξn valószínűségi változók által generált
σ-algebrát.

�
A következő eredmény a Kolchin-Sevastyanov-Chistyakov-tétel ([46], Theorem 3.) egy ver-

ziója. Az általunk ismertetésre kerülő tétel újdonsága abban áll, hogy egyenletes konvergen-
ciát állítunk az (n,N)-ben egy bizonyos tartományon, miközben az l-et rögzítjük (Fazekas,
Chuprunov, Túri, [30], Theorem 2.2.).

16. tézis. Tegyük fel, hogy r ≥ 2 és l ∈ N legyen rögzített. Ekkor n,N →∞ esetén fennáll
a

P(µr(n,N) = l) =
1

l!
(Npr)

le−Npr(1 + o(1)) (3.22)

összefüggés egyenletesen a T = {(n,N) : N ≥ n(2r−1)/(2r−2) log n} tartományon.

�
Ezután kimondhatjuk az előző tézis majdnem biztos verzióját (Fazekas, Chuprunov, Túri,

[30], Theorem 2.3.).

17. tézis. Legyen r ≥ 2, 0 < λ1 < λ2 <∞ rögzített, továbbá tekintsük az alábbi

Tn =

{
(k,K) ∈ N2 : k ≤ n, λ1 ≤

k

K1− 1
r

≤ λ2

}
tartományt N2-ben.

Legyen

Qn(ω) =
1

r
r−1(λ2 − λ1) log n

∑
(k,K)∈Tn

1

K2− 1
r

δµr(n,N)(ω).

13
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Ekkor n→∞ esetén
Qn(ω)⇒ µτ

P-majdnem minden ω ∈ Ω esetén, ahol τ olyan valószínűségi változó, amelynek eloszlása az
alábbi

P(τ = l) =
1

λ2 − λ1

∫ λ2

λ1

1

l!

(
xr

r!

)l
e−

xr

r! dx, (3.23)

alakú, ahol l = 0, 1, . . . .

�
A következő tézis is majdnem biztos határeloszlás-tétel állít (Fazekas, Chuprunov, Túri,

[30], Theorem 2.4.).

18. tézis. Tegyük fel, hogy r ≥ 2 rögzített, 0 ≤ α1, α2 ≤ ∞ és tekintsük az alábbi

Tn =
{

(k,K) ∈ N2 : k ≤ n, α1k ≤ K ≤ α2k
(2r+1)/(2r)

}
.

tartományt.
Legyen

Q(r)+
n (ω) =

1

log n

∑
(k,K)∈Tn

1

k(logα2 − logα1 + (1/2r) log k)K
δ
S
(r)
k,K(ω)

.

Ekkor n→∞ esetén
Q(r)+
n (ω)⇒ γ

P-majdnem minden ω ∈ Ω esetén, ahol γ-val jelöltük sztenderd normális eloszlást.

�
Ezután bevezetjük a központi tartomány fogalmát, amelyre szükségünk lesz a továbbiak-

hoz. Ha n,N →∞ úgy, hogy

0 < α1 ≤
n

N
≤ α2 <∞,

ahol α1 és α2 valamilyen konstansok, akkor azt mondjuk, hogy n,N → ∞ a központi
tartományon.

Ezután megfogalmazhatjuk az alábbi majdnem biztos eredményt (Fazekas, Chuprunov,
Túri, [30], Theorem 2.5.).

19. tézis. Legyen az r ≥ 0 rögzített, 0 < α1 < α2 <∞ és

Q(r)
n (ω) =

1

(logα2 − logα1) log n

∑
k≤n

∑
{K:α1≤ k

K
≤α2}

1

kK
δS

(r)
k,K(ω).

Ekkor n→∞ esetén
Q(r)
n (ω)⇒ γ

P-majdnem minden ω ∈ Ω esetén.

�
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Az előző tételben a határértéket-tételt az n→∞ esetre mondtuk ki úgy, hogy az összeg-
zést rögzített központi tartományon végeztük el. Az alábbi tétel már két indexes, azaz
n → ∞ és N → ∞. Az n és az N közötti kapcsolat tetszőleges, de feltételezzük, hogy
az összegzés rögzített központi tartományon történik, továbbá azt is, hogy az (n,N) is ott
található.

Fogalmazzuk meg az ezzel kapcsolatos majdnem biztos hatéreloszlás tételt (Fazekas, Chup-
runov, Túri, [30], Theorem 2.6.).

20. tézis. Legyen az r ≥ 0 rögzített, 0 < α1 < α2 <∞ és

Q
(r)
n,N(ω) =

1

(logα2 − logα1) log n

∑
k≤n

∑
{K:K≤N,α1≤ k

K
≤α2}

1

kK
δ
S
(r)
k,K(ω)

.

Ekkor, ha n,N →∞ úgy, hogy α1 ≤ n
N
≤ α2, akkor

Q
(r)
n,N(ω)⇒ γ

P-majdnem minden ω ∈ Ω esetén.

�

3.7. Hetedik téziscsoport
A hetedik téziscsoportban egyetlen tétel kerül kimondásra. Itt is a véletlen elhelyezéssel
foglalkozunk, itt azonban már többszöri véletlen elhelyezést tekintünk. A következő modellt
vizsgáljuk: helyezzünk el N dobozban egymás után, egymástól függetlenül labdákat. A
golyók elhelyezése során a golyók minden egyes elhelyezésnél minden dobozba 1/N valószí-
nűséggel esnek. Egy rögzített periódus alatt (például ez a rögzített periódus lehet egy nap)
elhelyezünk m darab labdát és ezt a kísérletet ismételjük n napon keresztül. Jelölje pq annak
a valószínűségét, hogy nem sikerült q darab labdánál többet elhelyezni az N darab doboz
egyikében sem az n nap során.

A téziscsoport fő eredménye az alábbi (Fazekas-Túri, [34], Theorem 1.).

21. tézis. Tegyük fel, hogy m,n,N →∞ úgy, hogy fennállnak az n
Nq

(
m
q+1

)
→ α és az m2

N
→ 0

feltételek, ahol q egy rögzített egész szám. Ekkor teljesül a

lim pl =


0, ha 0 ≤ l < q,
e−α, ha l = q,
1, ha l > q.

határérték összefüggés.

�
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4. Summary

This Ph.D. thesis contains new results in the field of limit theorems (mainly almost sure
limit theorems) of probability theory.

In the first part of the dissertation we review the previous results and present the structure
of this dissertation. We mention the first results obtained by Brosamler and independently
by Schatte (see Brosamler [13] and Schatte [64]). They proved the following statement:
suppose that E|ξ1|2+δ <∞ (δ > 0), where ξ1, ξ2, . . . are independent, identically distributed
random variables and Sn = ξ1 + · · ·+ ξn.

Then
1

logN

N∑
n=1

1

n
I]−∞,x[

(
Sn√
n

)
→ Φ(x),

almost surely. Here I]−∞,x[ denotes the indicator function of the set ]−∞, x[ and Φ denotes
the standard normal distribution function.

In the second chapter we show some new almost sure limit theorems in Lp(]0, 1[), where
1 ≤ p <∞ (Túri, [74]).

First we study the

Yn(t) =
1

σ
√
n

∑
k≤[tn]

ξk (4.1)

process, where ξ1, ξ2, . . . are independent, identically distributed real random variables, Sk =
ξ1 + · · ·+ ξk, k ≥ 1, S0 = 0, Eξ1 = 0 and D2ξ1 = σ2. Here [.] denotes the integer part.
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We can state an almost sure theorem below:
In the space Lp(]0, 1[) the convergence

1

log n

n∑
k=1

1

k
δYk(.,ω) ⇒ µW ,

is valid for almost every ω ∈ Ω, where δx is the point mass at x and W is the standard
Wiener process and Yk(t, ω) = Yk(t) is defined in (4.1).

In this chapter we study the empirical-process

Zn(t) =
1√
n

n∑
i=1

(I[0,t](Ui)− t), (4.2)

where the Ui (i = 1, 2, . . . ) are independent random variables with uniform distribution on
the interval [0, 1].

The almost sure limit theorem for the empirical process is below.
In the space Lp(]0, 1[) convergence

1

log n

n∑
k=1

1

k
δZk(.,ω) ⇒ µB,

is valid for almost every ω ∈ Ω, where B is the Brownian bridge and Zk(t, ω) = Zk(t) is
defined in (4.2).

In Chapter 3 we investigate the multi-indexed process for fields.
Let Xk,k ∈ Nd be a multiindex sequence of independent, identically distributed random

variables having zero mean and unit variance.
Let

Yn(t) =
1√
|n|

∑
k≤[nt]

Xk, (4.3)

where t ∈ [0, 1]d and n ∈ Nd.
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Here is the almost sure Donsker theorem for fields: Let 1 ≤ p <∞. Let Yn(t, ω) = Yn(t).
Then

1

| logn|
∑
k≤n

1

|k|
δYk(., ω)⇒ µW

in Lp([0, 1]d), as n → ∞ for almost every ω ∈ Ω, where W is the standard d-parameter
Wiener process.

Consider the multidimensional empirical process

Zn(t) =
1√
|n|

∑
i≤n

(I{Ui ≤ t} − |t|), (4.4)

where n ∈ Nd and Ui, i ∈ N are independent random vectors having uniform distribution on
[0, 1]d.

We present the almost sure limit theorem for empirical process for fields, too: Let 1 ≤
p <∞. Let Zn(t, ω) = Zn(t).

Then

1

| logn|
∑
k≤n

1

|k|
δZk

(., ω)⇒ µB

in Lp([0, 1]d), as n → ∞ for almost every ω ∈ Ω, where B is the d-parameter Brownian
process.

In Chapter 4 we investigate some integral versions of almost sure limit theorems.
In the first case the limit distribution will be the Poisson distribution, while the Gaussian

distribution in the second case.
First we investigate the

ξ′(t) =

[t]∑
i=1

I[0, 1t ](ξi), (4.5)

process, where ξi, i ∈ R are independent random variables uniformly distributed on [0, 1].
In this case we prove an almost sure limit theorem, where the limit distribution is Poisson:

Let f(t), t ≤ 1 be a positive function such that

f(t)

tβ

is increasing for some β > 0. Let ξ(t) = ξ′(f(t)), 1 ≤ t.
Then

1

log(T )

∫ T

1

δξ(t,ω)
dt

t
→ µπ

for almost all ω ∈ Ω, where µπ denotes the distribution of π.
In the second case we mention the process
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ξ(t) =
V (f(t))

(f(t))1/2
,

where V (t), t > 0 is a centered homogeneous, infinitely divisible, random process with inde-
pendent increments and with finite variance, furthermore its characteristic function is

ϕV (t)(x) = E
(
eixV (t)

)
= exp

(
t

∫ ∞
−∞

(eixy − 1− ixy)
1

y2
dK(y)

)
,

x ∈ R, where K(y) is an increasing bounded function such that K(−∞) = 0.
Then

1

log(T )

∫ T

1

δV (f(t),ω)√
f(t)

dt

t

w−→ N (0, K(∞)) if T →∞

almost surely.
Let π(t), 0 ≤ t be the standard Poisson process (i.e. Eπ(t) = t). Then

1

log(T )

∫ T

1

δπ(f(t),ω)−f(t)√
f(t)

dt

t

w−→ N (0, 1), ha T →∞

for almost all ω ∈ Ω.
Let W (t) be the standard Wiener process. We have

1

log(T )

∫ T

1

δW (f(t),ω)√
f(t)

dt

t

w−→ N (0, 1), ha T →∞

for almost all ω ∈ Ω.
Let U(t) be the Ornstein-Uhlenbeck process. Then U(t) has the representation U(t) =

Ce−mt/2W (emt), t > 0, where C,m > 0 and W (t) is the standard Wiener process. Let
f(t) = emt. Since f(t)

t
= emt

t
, 1 ≤ t, is an increasing function by (b), we have

1

log(T )

∫ T

1

δU(t,ω)
dt

t

w−→ N (0, C2), ha T →∞

for almost all ω ∈ Ω.
In Chapter 5 we deal with the sum of independent identically distributions random vari-

ables we shall prove an inequality for their moments.
Let B be a real separable Banach space with norm ‖.‖. We suppose that B is equipped

with its Borel σ-fields B.
Our main result is the following:
Let ξ1, ξ2, . . . be independent identically distributed B-valued random variables, Sn =

ξ1 + · · ·+ ξn, n = 1, 2, . . . . Let a1, a2, . . . be an increasing sequence of positive real numbers.
Let α ∈]0, 2] be fixed. Assume that

anm
an
≤ Cm1/α+τn n,m = 1, 2, . . . , (4.6)
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where τn is a sequence of nonnegative numbers with limn→∞ τn = 0. Assume that for any
β ∈]0, α[

E‖ξn‖β <∞. (4.7)

Let (aln)n≥1 be a subsequence of (an)n≥1 so that for some c <∞, aln ≤ caln−1 , n = 1, 2, . . . .
Let b1, b2, . . . be a B-valued sequence. Assume that(

Sln
aln
− bln

)
n≥1

(4.8)

is stochastically bounded. Then, for any β ∈]0, α[

sup
n

E
∥∥∥∥Slnaln − bln

∥∥∥∥β <∞. (4.9)

In this Chapter we prove an almost sure limit theorem, too. Here the limit distribution
is a p-stable distribution.

In Chapter 6 we study a coin tossing experiment. Let the underlying random variables
be ξ1, ξ2, . . . . We assume that ξ1, ξ2, . . . are independent and identically distributed with
P(ξi = 1) = p,P(ξi = 0) = q = 1 − p. I.e. we write 1 for a head and 0 for a tail. In
Chapter 6 we study pure runs, i.e. runs containing only head or containing only tails. We
prove limit theorems for the longest run. Our theorems 6.6-6.9 versions of theorems 1-4 in
Földes [35]. These are limit theorems for a fair coin. We consider the case of a biased coin in
theorems 6.10 and 6.11. In this Chapter we obtain an almost sure limit theorem for longest
run (Theorem 6.12.).

In Chapter 7 we deal with random allocations.
Let ξ, ξj, j ∈ N be independent random variables uniformly distributed on [0, 1]. Let

N ∈ N. Consider the subdivision of the interval [0, 1[ into the subintervals 4i = 4Ni =[
i−1
N
, i
N

[
, 1 ≤ i ≤ N .

We consider the intervals 4i, i = 1, . . . , N , as a row of boxes. Random variables ξj, j =
1, 2, . . . , are realizations of ξ. Each realization of ξ is treated as a random allocation of a
ball into one of the N boxes. The event ξj ∈ 4i means that the jth ball falls into the ith
box. Let n ∈ N, A(0) = {1, 2, . . . , n}.

µr(n,N) =
N∑
i=1

∑
|A|=r,A⊆A(0)

∏
j∈A

I{ξj∈4i}
∏

j∈A(0)\A

I{ξi /∈4i} (4.10)

is the number of boxes containing r balls and NCr
n

1
Nr

(
1− 1

N

)n−r is its expectation. Here
Cr
n =

(
n
r

)
is the binomial coefficient and IB is the indicator of the event B.

For n,N ∈ N we will use the notation α = n
N

and pr(α) = (αr/r!)e−α.
We shall use the notations

D(r)
n,N =

√
D2µr(n,N) =

√
cov(µr(n,N), µr(n,N))

and
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S
(r)
n,N =

µr(n,N)− Eµr(n,N)

D(r)
n,N

is the standardized variable, where (n,N) ∈ N2.
We use the notation A(k) = {k + 1, . . . , n}, k = 0, 1, . . . , n− 1.
Let

ζn = ζn,N =
N∑
i=1

∑
|A|=r,A⊆A(0)

∏
j∈A

I{ξj∈4i}
∏

j∈A(0)\A

I{ξi /∈4i}−

−NCr
n

1

N r

(
1− 1

N

)n−r
.

We see that ζn = µr(n,N)− Eµr(n,N). We have

ζn =
N∑
i=1

∑
|A|=r,A⊆A(0)

(ηiA − EηiA),

where
ηiA =

∏
j∈A

I{ξj∈4i}
∏

A(0)\A

I{ξj /∈4i}

is the indicator of the event that the ith box contains the balls with indices in the set A (and
it does not contain any other ball). Let Fnk be the σ algebra generated by ξk+1, . . . , ξn.

We will use the following conditional expectaiton η(k)iA = E(ηiA|Fnk) and

ζkn = ζknN = E(ζn|Fkn) =
N∑
i=1

∑
|A|=r,A⊆A(0)

(η
(k)
iA − Eη(k)iA ) = (4.11)

N∑
i=1

∑
|A|=r,A⊆A(0)

1

N r−|A∩A(k)|

(
1− 1

N

)k−(r−|A∩A(k)|)

∏
j∈A∩A(k)

I{ξj∈4i}
∏

j∈A(k)\A

I{ξj /∈4i} −
1

N r

(
1− 1

N

)n−r
.

The following inequality will play an important role in the proofs of our theorems:
Let 0 < k < n, 0 < r ≤ n and N fixed. Then we have

E(ζn − ζkn)2 ≤ ckαr−1

[(
1− 1

N

)n+k
αr +

(
1− 1

N

)n−r]
(α + 1), (4.12)

where c <∞ does not depend on n,N and k but may depend on r.
First consider the almost sure limit theorem below. Here the limit distribution will be a

mixture of the accompanying laws:
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Let r ≥ 2, 0 < λ1 < λ2 <∞ be fixed. Let Tn be the following domain in N2

Tn =

{
(k,K) ∈ N2 : k ≤ n, λ1 ≤

k

K1− 1
r

≤ λ2

}
.

Let
Qn(ω) =

1
r
r−1(λ2 − λ1) log n

∑
(k,K)∈Tn

1

K2− 1
r

δµr(n,N)(ω).

Then, as n→∞,
Qn(ω)⇒ µτ

for almost all ω ∈ Ω, where τ is a random variable with distribution

P(τ = l) =
1

λ2 − λ1

∫ λ2

λ1

1

l!

(
xr

r!

)l
e−

xr

r! dx,

where l = 0, 1, . . . .
Furthermore, we can state:
Let r ≥ 2 be fixed, 0 ≤ α1, α2 ≤ ∞ and

Tn =
{

(k,K) ∈ N2 : k ≤ n, α1k ≤ K ≤ α2k
(2r+1)/(2r)

}
.

Let
Q(r)+
n (ω) =

1

log n

∑
(k,K)∈Tn

1

k(logα2 − logα1 + (1/2r) log k)K
δ
S
(r)
k,K(ω)

.

Then, as n→∞, we have
Q(r)+
n (ω)⇒ γ

for almost every ω ∈ Ω and here γ denotes the standard normal distribution.
Now we consider the almost sure limit theorems for random allocations in the central

domain. If n,N →∞ so that

0 < α1 ≤
n

N
≤ α2 <∞,

where α1 and α2 are some constants, then n,N →∞ in a central domain.
Let r ≥ 0 be fixed, 0 < α1 < α2 <∞ and

Q(r)
n (ω) =

1

(logα2 − logα1) log n

∑
k≤n

∑
{K:α1≤ k

K
≤α2}

1

kK
δ
S
(r)
k,K(ω)

.

Then, as n→∞, we have
Q(r)
n (ω)⇒ γ

for almost every ω ∈ Ω.
In the above theorem the limit was considered for n → ∞ (and the indices of the sum-

mands were in a fixed central domain). The following theorem is a two-index limit theorem,
i.e. n → ∞ and N → ∞. The relation of n and N could be arbitrary, however, as the
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indices of summands are in a fixed central domain, we assume that (n,N) is considered in
central domain.

Let r ≥ 0 be fixed, 0 < α1 < α2 <∞ and

Q
(r)
n,N(ω) =

1

(logα2 − logα1) log n

∑
k≤n

∑
{K:K≤N,α1≤ k

K
≤α2}

1

kK
δS

(r)
k,K(ω).

Then, as n,N →∞, so that α1 ≤ n
N
≤ α2, we have

Q
(r)
n,N(ω)⇒ γ

for almost every ω ∈ Ω.
In Chapter 8 we presentation some random allocation with fix period.
Let balls be placed successively and independently into N boxes. At each allocation the

ball can fall into each box with probability 1
N
. During a fixed period (for a day, say) we

allocate m balls. We execute an experiment series of n days. Let pq denote the probability
that we do not place more than q balls into any of the N boxes during any of the n days.

Let q be a fixed positive integer. Assume that m,n,N →∞ so that

n

N q

(
m

q + 1

)
→ α (4.13)

where α is a positive finite number and

m2

N
→ 0. (4.14)

Then

lim pl =


0 ha 0 ≤ l < q,
e−α ha l = q,
1 ha l > q.

(4.15)

We can state the result below too.(
1− 1

N l

(
m

l + 1

))n
≤ pl ≤

(
1− 1

N l

(
m

l + 1

)
(1− ε)

)n
(4.16)

for l = 1, 2, . . . ,m− 1 where ε ≥ 0 and ε→ 0 if m→∞ and N →∞ so that m2/N → 0.
In the last chapter we prove that the Fazekas-Rychlik result [32] imply the theorem Bro-

samler and Schatte [13], [64]. Moreover, we show relations between the old and the new
results.
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